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Vorwort. 

Der Aufforderung des Herausgebers dieser Sammlung, eine 
Einführung in die Maxwellsclie Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus zu schreiben, bin ich zunächst nicht ohne Bedenken, 
schließlich aber doch guten Mutes gefolgt. Denn ich bin in der 
Tat der Überzeugung, daß trotz der großen Anzahl hervorragender 
Lehrbücher über diese Theorie ein Buch, welches eine möglichst 
einfache Einführung in die Grundlagen gibt, nicht überflüssig ist; 
das ist wenigstens die Erfahrung, die mich meine akademische 
Lehrtätigkeit hat machen lassen. 

Demgemäß habe ich mich bemüht, mit den einfachsten Mitteln 
eine möglichst durchsichtige Darstellung des Faraday-Maxwell- 
sehen Gedankenkreises zu geben. Die zum Verständnis notwen- 
digen mathematischen Vorkenntnisse sind auf ein Minimum redu- 
ziert. So habe ich auf die Benutzung der Symbole der Vektor- 
analysis verzichtet, weil ich deren Kenntnis in dem Kreise, an den 
sich diese Schrift wendet, nicht allgemein voraussetzen durfte; 
ebenso habe ich die Green sehen Sätze und Stokes' Theorem 
unterdrückt und die Eindeutigkeitsbeweise fortgelassen. Was da- 
durch an Strenge etwa verloren ging, hoffe ich an Anschaulich- 
keit gewonnen zu haben. 

Die Darstellung zerfällt in fünf Kapitel. Das erste behandelt 
die elektrostatischen Phänomene, das zweite die Gesetze der 
Magnetostatik. Li den Kapiteln III und IV (Elektromagne- 
tismus und Induktion) dringt die Darstellung zu den all- 
gemeinen Maxwell sehen Gleichungen vor; im fünften Kapitel 
endlich werden sie auf die für die Maxwel Ische Theorie charak- 
teristischen Phänomene, die elektrischen Wellen in Isola- 



4180:{ß 



Digitized by VjOOQIC 



Vorwort. 

II und Leitern angewendet, unter besonderer Berücksich- 
g der elektromagnetischen Lichttheorie, 
'ür die Wahl dieser Reihenfolge, die einigermaßen mit der 
rischen Entwicklung übereinstimmt, waren mir lediglich 
de didaktischer und pädagogischer Natur maßgebend; sie 
nmten mich insbesondere, die Herleitung der magnetischen 
[rößen an das Feld permanenter Magnete, statt an das 
elektrischer Ströme anzuschließen. Wenn es auch keinem 
fei unterliegt, daß för den Systematiker der zweite Weg der 
shlenswertere ist, so habe ich doch andrerseits die Überzeugung, 
iie hier gewählte Darstellung, die ja früher allgemein üblich 
anschaulicher ist. Ich konnte mich dabei um so kürzer 
1, als ich einerseits auf der von Hertz und Heaviside her- 
»hobenen Analogie zwischen elektrostatischen und magneto- 
ichen Großen fußte, andrerseits aber die Theorie des Magne- 
ts einem besonderen Bande dieser Sammlung vorbehalten ist. 
[erm Dr. Hans Schulz bin ich für die Anfertigung der 
inungen sowie für seine Hülfe beim Lesen der Korrekturen 
bei der Anfertigung des Sachregisters zu aufrichtigem Danke 
mden. In gleicher Weise gilt mein Dank dem Herrn Ver- 
, der meinem Wunsche, diesem Buche ein Büdnis J. M.Max - 
s beizugeben, bereitwilligst entsprochen hat. 

Breslau, im Mai 1908. 

Clemens Schaefer. 
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Kapitel I. 
Elektrostatik. 

1. Grandtatsachen; Bezeichnungen. Durch Reibung an- 
einander können zwei verschiedene Körper in einen eigentümlichen 
Zustand versetzt werden, infolgedessen sie befähigt werden, andere 
leichte Partikelchen (Papierschnitzel, Korkfeile usw.) zunächst an- 
zuziehen und nach erfolgter Berührung wieder abzustoßen. Man 
sagt dann, die geriebenen Körper seien ,.elektrisiert" oder „elek- 
trisch geladen". 

Man kann sämtliche Körper in dieser Weise behandeln und 
findet dann, daß sie nach ihrem Verhalten in zwei Klassen ge- 
sondert werden können. Die erste Klasse ist dadurch charakteri- 
siert, daß es keiner besonderen Vorsichtsmaßregeln bedarf, um sie 
in den „elektrischen" Zustand zu versetzen. Man kann die dieser 
Gruppe angehörigen Köi-per z. B. einfach dadurch elektrisieren, 
daß man sie in die Hände ninunt und aneinander reibt. Auch 
können sie dabei in direkter Verbindung mit der Erde sein. Zu 
diesen Substanzen gehören Paraffin, Hartgummi, Glas, Harz, Bern- 
stein, Seide usw. Wollte man bei der zweiten Klasse ebenso 
primitiv verfahren, wie vorhin beschrieben, so könnte man leicht 
zu dem Schlüsse kommen, daß diese Körper durch Reibung nicht 
elektrisiert werden können. In der Tat hat es langer Zeit be- 
durft, bis man die Bedingungen erkannte, unter denen die Metalle, 
welche die hervorragendsten Repräsentanten dieser Körperklasse 
sind, überhaupt elektrisch werden können. Gray fand im Jahre 
1727, daß die Metalle weder mit dem menschlichen Körper noch 
niit der Erde in Verbindung sein dürfen, sondern von ihnen durch 
Körper der ersten Klasse getrennt sein müssen. Will man also 
^wei Metallstäbe in der oben beschriebenen Weise elektrisieren, so 
müssen sie etwa mit Handgriffen aus Glas versehen werden. Dies 
beruht darauf, daß eine direkte oder durch den menschlichen 
Körper vermittelte Berührung mit der Erde den elektrischen 

Schaefer, MaxweUsche Theorie. 1 
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LS t and der Metalle vernichtet. 'Dies geschieht allerdings auch 
L den Körpern erster Klasse, jedoch mit einem sehr wesentlichen 
iterschiede. Ein Metall braucht nur an einer einzigen Stelle 
t der Erde in Kontakt gebracht zu werden, um sofort in seiner 
nzen Ausdehnung unelektrisch zu werden; dagegen ver- 
ren die Körper erster Klasse ihren elektrischen Zustand nur an 
a Stellen, die mit der Erde in Berührung sind, während er 
len an den anderen, wenn auch dicht benachbarten Stellen er- 
Iten bleibt. In engstem Zusammenhange damit steht die fernere 
tsache, daß Metalle, wenn sie unter den eben angeführten Vor- 
htsmaßregeln auch nur an einer Stelle aneinander gerieben 
rden, sofort in ihrer ganzen Ausdehnung elektrisch werden, 
rhrend ein der ersten Gruppe zugehöriger Körper nur an den 
riebenen Stellen die Fähigkeit besitzt, andere unelektrische 
•rper anzuziehen. Man drückt diesen Sachverhalt am einfachsten 
iurch aus, daß man den Körpern zweiter Klasse, insbesondere 

den Metallen, das Vermögen zuschreibt, die durch Reibung 
rvorgerufene elektrische Ladung von den geriebenen Stellen zu 
en anderen Punkten des betreffenden Körpers fortzuleiten, wäh- 
id man den Körpern erster Klasse diese Eigenschaft abspricht. 
e Körper erster Klasse heißen deshalb Nichtleiter oder Isola- 
en, die der zweiten Leiter. Da der menschliche Körper zu 
a Leitern gehört, ist es klar, weshalb ein Metall auch gegen 
5sen vermittels eines Nichtleiters isoliert sein muß; die auf der- 
ben durch Reibung erzeugte elektrische Ladung würde durch 
s Metall selbst sowie durch den menschlichen Körper zur Erde 
geleitet und damit der geriebene Leiter nieder unelektrisch 
irden. Wir wollen jetzt folgende Versuche vornehmen: Es werden 
ei Körper A und B aneinander gerieben und dadurch elektri- 
rt. Man findet dann stets, daß zwischen ihnen anziehende 
äfte wirken. Wir nehmen nun einen Körper aus dem nämlichen 
iterial wie JL, den wir deshalb -4^ nennen wollen, und reiben 

1 mit B, Wir finden in Übereinstimmung mit dem oben aus- 
sprochenen Erfahrungssatze Anziehung zwischen A} und B. Er- 
;zen wir ebenso B durch einen gleichartigen Körper B^^ so wird 
ch er, nachdem durch Reibung mit A (oder mit A^^ elektrisiert 
, von A (oder AS) angezogen. Dagegen wirken zwischen A und 

sowohl, als auch zwischen B und BS abstoßende Kräfte. 
Nun sind aber A und AS einerseits, B und B^ andererseits 
lander völlig gleichartig. Man muß also annehmen, daß JL und 



Digitized by VjOOQIC 



Grandfcatsaclien und Definitionen. 



Ä^ durch Reibung an B (oder B^) völlig gleichmäßig affiziert 
werden; das gleiche gilt von B und B^ nach Reibung mit A 
(oder A^). Man nennt daher auch A im Vergleich mit A\ B 
mit Bezug auf B^ gleichartig elektrisiert, A (oder A^) im 
Verhältnis zu B (oder B^) ungleichartig elektrisiert. Man 
erhält also den Erfahrungssatz, der sich stets bestätigt hat: 
„Gleichartig elektrisierte Körper stoßen sich ab, ungleich- 
artig elektrisierte ziehen sich an." Das Experiment hat z.B. 
ergeben, daß ein Glasstab, mit Leder gerieben, sich gegenüber einer 
Harzstange (mit einem Katzenfell gerieben) ungleichartig ver- 
hält. Daraus folgt natürlich, daß auch Glas zu Leder, Harz zum 
Katzenfell, sowie endlich Leder zum Katzenfell sich ungleichartig 
verhalten, während die anderen Kombinationen gleichartig elek- 
trisiert sind (z. B. Glas zum Katzenfell usw.). 

Zu diesen Tatsachen tritt ferner noch die fundamentale Er- 
fahrung hinzu, daß die durch Reibung zweier heterogener Körper 
entstehenden ungleichartigen Elektrisierungen gleich stark sind, 
d. h. daß ein elektrisierter Körper, der z. B. von einer geriebenen 
Glasstange unter bestimmten Umständen mit einer bestimmten Kraft 
abgestoßen wird, unter eben denselben Umständen von dem Leder, 
mit dem der Glasstab elektrisiert wurde, mit gleicher Kraft an- 
gezogen wird. 

Wir machen ferner folgenden Versuch: Wir nehmen einen 
hohlen metallischen Konduktor, dessen Oberfläche mit einer 
kleinen öffuung versehen i«t. Durch dieselbe führen wir, ohne 
den Konduktor zu berühren, eine kleine elektrisch geladene Metall- 
kngel ein, natürlich an isolierendem Griff. Stellen wir nun, wäh- 
rend die geladene Kugel sich im Innern befindet, für einen Moment 
Verbindung derselben mit dem umgebenden Hohlkörper her und 
ziehen erstere dann heraus, so zeigt sich, daß sie ihren elek- 
trischen Zustand völlig verloren hat; dieser ist viel- 
mehr auf den Hohlkonduktor übergegangen. Da im 
Moment der Berührung Kugel und Hohlkonduktor einen ein- 
zigen Leiter bilden, folgt aus diesem Versuche, daß die Elek- 
trisierung von Metallen stets an der Oberfläche sich 
befindet. 

Begeben wir uns umgekehrt mit einer elektrisch geladenen 
Probekugel ins Innere des geladenen Konduktors, diesmal aber, 
ohne Berührung eintreten zu lassen, so zeigt sich das merk- 
würdige Resultat, daß auf die Probeladung keinerlei anziehende 
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noch abstoßende Kräfte wirken: Im Innern von Metallen 
wirken also keine elektrischen Kräfte. 

2. Fluidumshypothese der Elektrizität. Es ist dem mensch- 
lichen Geiste eigen, für jede Wirkung ein Substrat zu suchen, und 
er ist nicht eher befriedigt, als bis dies gelungen ist. Dieses Be- 
streben hat dazu geführt, die durch Reibung erzeugten Kräfte als 
Wirkungen eines Agens anzusehen, das durch den Elektrisierungs- 
prozeß irgendwie auf die geriebenen Körper geschafft wird. Dieses 
Agens, das man sich als eine gewichtslose Flüssigkeit, ein Flui- 
dum, gedacht hat, hat man mit dem Namen Elektrizität belegt. 
Um dem zwiefachen Charakter der Elektrisierung Rechnung zu 
tragen, kann man auf zwei verschiedene Weisen verfahren. 

Man stellt sich bei dem ersten Erklärungsversuch auf den 
Standpunkt, daß in allen unelektrischen Körpern ein ganz be- 
stimmtes Quantum dieses Ageos aufgespeichert sei; durch den 
Prozeß der Reibung gehe dann von dem einen geriebenen Körper 
auf den andern eine gewisse Menge Agens hinüber, so daß der 
letztere ein Plus an Elektrizität, der erstere ein ebenso großes 
Minus an ihr habe. Diese Anschauung kommt mit der AnDahme 
eines Fluidums aus; sie wird als unit arische Hypothese be- 
zeichnet und ist zuerst von Benjamin Franklin begründet 
worden. 

Nach der zweiten Anschauung nimmt man zwei Agentien an, 
die man als „Glaselektrizität" (oder + Elektrizität) und als Harz- 
elektrizität (— Elektrizität) bezeichnet. Ein unelektrischer Körper 
enthält von beiden Elektrizitäten gleiche Quantitäten; durch 
den Elektrisierungsprozeß geht auf den einen Körper positive, 
auf den andern ein gleiches Quantum negativer Elektrizität über. 
Diese dualistische Hypothese leistet genau dasselbe wie die 
unitarische, und eine Entscheidung zwischen ihnen ist deshalb 
nicht möglich, aber auch nicht notwendig. 

Obwohl die Fluidumshypothese uns über das Wesen der Er- 
scheinung nichts aussagt, ist sie doch äußerst bequem, um die Er- 
scheinung kurz und knapp zu beschreiben. Auch wir wollen 
uns deshalb der Ausdrucksweise dieser Hypothese ruhig bedienen, 
ohne indessen dadurch die Richtigkeit derselben zuzugeben. 

Die im ersten Paragraphen beschriebenen Fundamentaltatsachen 
lassen sich in dieser Ausdrucksweise folgendermaßen wiedergeben: 

1. Werden zwei heterogene Körper gerieben, so wird der eine 
von ihnen +, der andere ebenso stark —elektrisch. 
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2. Auf den Isolatoren haftet die Elektrizität an den geriebenen 
Stellen fest, auf den Leitern verbreitet sie sich über den ganzen 
Körper. 

3. Gleichnamige Elektrizitäten ziehen sich an, ungleichnamige 
stoßen sich ab. Die Sätze 2. und 3. erklären leicht den Umstand, 
daß die Elektrizität auf den Metallen sich an die Oberfläche be- 
gibt; die Abstoßung bewirkt eine möglichst große Entfernung der 
auf einem Metall befindlichen Elektrizitätsmengen voneinander. 

3. Coulombsches Gesetz. Es liegt uns nun ob, die zwischen 
elektrisierten Körpern wirkenden Kräfte zu untersuchen und das 
^Wirkungsgesetz aufzufinden. Coulomb hat diese Aufgabe für 
einen speziellen, gleich zu besprechenden Fall gelöst. Wir wollen 
zwei sehr kleine Körper 1 und 2 elektrisieren und dann in eine 
solche Entfernung r bringen, daß wir die Dimensionen der Körper 
gegen r vernachlässigen, d. h. sie als Punkte betrachten dürfen. 
Durch sorgfältige Versuche hat nun Coulomb gezeigt, daß die 
Kräfte ^^ ^ umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung 
sind, in Zeichen also: 



(a) 



rS ' 



wobei ai,2 den von dem elektrischen Zustande beider Körper 
abhängenden Proportionalitätsfaktor bedeutet. Ersetzt man den 
Körper 2 durch einen ebenso behandelten 3, so hat man: 

(b) Sm = ^'.'- 

Das Verhältnis ^i % : ^1,3 = *' * wird also im allgemeinen von 

dem Zustande aller drei Körper 1, 2, 3 abhängig sein. 

Ersetzen wir nun den Körper (l) durch einen Körper (4), so 
folgen zwei (a) und (b) analoge Gleichungen: 

(c) ÄM = ^V, 

(d) t4.3 = ^- 

^ a 

Das Verhältnis -^^-^ = -'*' * wird im allgemeinen von 2, 3, 4 ab- 

hängig sein. Allein das Experiment zeigt, daß die Verhältnisse 
einfacher liegen. Denn man findet die Verhältnisse 
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alle einander gleich, d. h. unabhängig von den Eigenschaften 
desjenigen Körpers, dessen Index im Zähler und Nenner vorkommt, 
sind. Da aber Zähler und Nenner für sich in hohem Maße von 
den Eigenschaften dieses Körpers abhängen, so ist das Resultat 
nur dadurch zu erklären, daß durch die Division sich der Einfluß 
desselben fortgehoben hat. D. h. in ai,2 ist der Einfluß des 
Körpers 1 als Faktor enthalten; natürlich gilt dasselbe vom 
Einfluß des Körpers 2. Wir können also setzen: 

(e) a^^^f. e^ c, 



""i ^2 » 



wo f eine universelle Konstante ist, q nur von dem elektrischen 
Zustande des ersten Körpers, e^ nur von dem des zweiten Körpers 
abhängt. 

Das Coulomb sehe Gesetz gewinnt dadurch die Form 



(1) 



*a,ö — / —TT' 



Die Größen e^ und e^ nennt man in der Ausdrucksweise der Flui- 
dumshypothese die auf den Körpern a resp. h befindlichen Elek- 
trizitätsmengen. 

unser nächster Schritt muß es sein, ein Maß für die Elek- 
trizitätsmenge aufzufinden. Könnten wir die Konstante /* im Cou- 
lomb sehen Gesetz auf irgendeine Weise bestimmen, so wäre unsere 
Aufgabe gelöst. Denn wir haben für die Kraft Sa,& bereits ein 
Maß aus der Mechanik, die Dyne; für die Entfernung r ebenfalls, 
das Zentimeter; /' wäre nach Annahme auch bekannt, d. h. durch 
irgendwelche Maßeinheiten ausdrückbar. Würden wir uns dann 
durch Probieren (etwa indem wir die Kräfte auf einen dritten 
Körper messen) zwei gleiche elektrische Ladungen e herstellen, so 
gäbe uns Gleichung (1): 

d. h. durch die Maßeinheiten für ^, r, /* wäre dann auch diejenige 
für e festgelegt. 

Wir können indessen f auf keine Weise durch bekannte Maß- 
einheiten ausdrücken, denn das würde immer schon ein Maß für e, 
das wir doch gerade kennen lernen wollen, voraussetzen. Man 
setzt deshalb nach dem Vorgange von C. F. Gauß willkürlich 
/"= 1 und hat damit nach dem oben Gesagten ein zwar will- 
kürliches, aber konsequent durchführbares, praktisch brauchbares 
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Maß für e geschaffeD. Die Messung von e ist zurückgeführt auf 
die Messung einer Ejraft und einer Länge. 

In der Mechanik nun pflegt man alle Größen auf drei (eben- 
falls willkürliche) Grundeinheiten zurückzuführen, nämlich auf 
die Einheiten der Masse, der Länge und der Zeit (die man durch 
die Symbole Jf, X, T bezeichnet). Als Einheit der Zeit dient 
die Sekunde (sec), der 86 400ste Teil des mittleren Sonnentages; 
als Einheit der Länge das Zentimeter (cm), der 100 ste Teil eines 
in Paris aufbewahrten Maßstabes, des sogen, metre des archives. 
Als Einheit der Masse endlich wird die Masse eines Kubikzenti- 
meters Wasser von 4® Geis, genommen, das sogen. Gramm (gr). 
Alle mechanischen Größen können auf diese drei Einheiten 
zurückgeführt werden. 

So z. B. ist die Geschwindigkeit v der in einer Zeit t zurück- 
gelegte Weg 5, dividiert durch diese Zeit; d. h. durch die Ein- 
heiten der Länge und der Zeit ausdrückbar. Man schreibt dem- 
gemäß:' 

und nennt den Ausdruck [iT~^] die Dimension von v. Zum 
Zeichen, daß es sich nur um qualitative Gleichungen handelt, 
pflegt man sie in eckige Klammem zu setzen. 

Ebenso ist eine Beschleunigung y — ; also : 



[y] = g]-[iT-«]; 



femer die Dimension einer Kraft ff (als dem Produkte einer Masse 
und einer Beschleunigung): 

[ff] = [Jtf7>T-«]. 

Ebenso die Dimension einer Arbeit A (= Kraft x Weg): 

[A^^lML^T"^] usf. 

Aus dem Coulomb sehen Gesetze findet man so für die Elek- 
trizitätsmenge: 

[e\ - )/Kraft • Länge« == [itf^ * L '/« T"" ^] , 

oder, im absoluten Maßsystem, d. h. in gr, cm, sec ausgedrückt: 

Wabi = [gl''/* cm'/* sec- ^] ; 
in Worten: 
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Die Einheit der Elektrizitätsmenge ist diejenige 
Menge, welche auf eine gleich große im Abstände von 
1 cm die Kraft von 1 Djne ausübt. 

Das hier fiir die Elektrizitätsmenge akzeptierte Maßsystem 
heißt das elektrostatische. 

4. Fernkräfte oder Nahekräfte? Das Coulomb sehe Ge- 
setz setzt zwei räumlich voneinander getrennte Orte, nämlich die 
Stellen der Ladungen t^ und e^ in Beziehung zueinander. Es ist 
aber keine Rede von den dazwischen befindlichen Stellen des 
Baumes. 

Diese Form des Gesetzes legt also die Vorstellung nahe, als 
ob die durch e^ hervorgerufene Kraft unter Überspringung der 
zwischenliegenden Raumteile auf 6^ direkt wirkte. Eine solche 
Art der Kraftwirkung nennt man „Fernwirkung", mögen auch e^ 
und e^^ einander so nahe liegen, wie etwa die Moleküle eines 
Körpers. Wesentlich ist keineswegs die größere oder kleinere 
Entfernung zwischen e^ und e^, sondern lediglich, daß es ge- 
trennte Stellen des Raumes sind. 

Es ist nun sehr bemerkenswert, daß man auch eine andere 
Vorstellung über die Wirkungsweise der elektrischen Kräfte mit 
dem Coulomb sehen Gesetze verbinden kann. Man kann sich 
nämlich den Raum mit einem Medium angefüllt denken, welches 
die Wirkung zwischen e^ und e^^ vermittelt. Das Resultat, welches 
der Beobachtung zugänglich ist, würde dann noch immer eine dem 
Coulomb sehen Gesetze entsprechende Wirkung sein; aber der 
Mechanismus ist offenbar in beiden Fällen ein ganz anderer. In 
diesem zweiten Falle kann man sich die Sache etwa so denken: 
Durch die Ladung e^ wird in dem vermittelnden umgebenden 
Medium ein gewisser Zustand hervorgerufen (z. B. nach Art einer 
elastischen Dehnung oder VerzeiTung, oder einer Strömung, wenn 
wir an eine Flüssigkeit denken). Was für ein besonderer Zwangs- 
zustand durch die elektrische Ladung hervorgebracht wird, ist 
uns unbekannt, aber auch zunächst nicht wesentlich. Die Haupt- 
sache ist, daß ein solcher Zustand als existierend vorausgesetzt 
wird. Am Orte der Ladung c^ erzeugt dieser Spannungszustand 
dann die der Beobachtung zugängliche Kraftwirkung. 

Zwischen den beiden Anschauungen besteht ein fundamentaler 
Unterschied auch in folgender Hinsicht. Nach derFernwirkungs- 
theorie hat eine einzige elektrische Ladung überhaupt gar keine 
Bedeutung; denn Kraft Wirkungen übt sie erst dann aus, wenn 
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eine zweite Ladung vorhanden ist, die angezogen oder abgestoßen 
weiden kann. Ganz anders bei der zweiten, der Nahewirkungs- 
theorie: Hier erzeugt bereits eine einzige Elektrizitätsmenge einen 
vom normalen abweichenden Zustand im umgebenden Medium. 
Den ßaum, innerhalb dessen dieser Spannungszustand besteht, 
nennt die Nahewirkungstheorie das „Kraftfeld" oder kurz das 
„Feld" der betreffenden Elektrizitätsmenge. Für die Nahewir- 
kungstheorie ergibt sich daraus die Aufgabe, den Spannungs- 
zustand des Feldes, oder wie man auch sagt, die Intensität des 
Feldes zu bestimmen. Dies kann nun freilich nur dadurch ge- 
schehen, daß man eine zweite elektrische Ladung, eine Probe- 
ladung in das Feld hineinbringt und nun die Kraftwirkung auf diese 
in jedem Punkte des Feldes festgestellt. Man zerstört aber, streng 
genommen, durch das Hereinbringen der Probeladung das Feld, 
das man messen will; denn die Probeladung hat ja auch ein 
Feld, welches sich dem zu messenden superponiert, so daß die 
Kraftwirkung auf den Probekörper als Resultat der Wirkung 
beider Felder, nicht aber als Wirkung des zu messenden Feldes 
allein zu betrachten ist. Man kann diese Schwierigkeit aber da- 
durch beseitigen, daß man die Probeladung sehr klein wählt, so 
daß das primäre Feld nicht merklich gestört wird. Man bezeichnet 
demgemäß als Feldintensität oder Feldstärke oder endlich 
auch als elektrische Kraft die Kraftwirkung, die das Feld auf 
eine sehr kleine Elektrizitätsmenge e ausübt, dividiert durch diese 
Elektrizitätsmenge. Man kann dies kurz, aber nicht ganz exakt 
ausdrücken, indem man sagt: Feldstärke ist = Kraft pro 
Einheitsladung. Nennen wir die elektrische Feldstärke 6, die 
auf die Elektrizitätsmenge e ausgeübte Kraft Ä, so ist nach dem 
Obigen: 
(2) e = lim - . 

Die Hinzufügung des Zusatzes lime = bedeutet eben, daß die 
Beziehung um so exakter gilt, je kleiner die Hilfsladung e ist. 
Die Dimension von @ ergibt sieh 'zu: 

Die Untersuchung der Gesetzmäßigkeiten, denen die Kraft ® 
unterworfen ist, falls sie von ruhenden elektrischen Ladungen er- 
zeugt wird, ist die Aufgabe der Elektrostatik. 
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Indem wir die in Gleichung (2) gegebene Definition der elek- 
trischen Feldstärke akzeptieren, stellen wir uns auf den Boden 
der von Faraday und Maxwell begrüodeten Nahewirkungs- 
theorie der Elektrizität. Zu dieser Stellungnahme bewegen uns 
nicht philosophische Spekulationen über Möglichkeit oder Un- 
möglichkeit von Fem- und Nahewirkung, sondern lediglich die 
an der Hand der Erfahrung gewonnene Erkenntnis, daß der Nahe- 
wirkungsstandpunkt eine einfachere uiid konsequentere Darstellung 
unseres Gebietes zuläßt. Gleichwohl kann es für gewisse Probleme 
unter Umständen einfacher sein, an ein Fern Wirkungsgesetz an- 
zuknüpfen und sich der Sprache der Fern Wirkungstheorie zu be- 
dienen; deshalb werden wir auch das Coulomb sehe Gesetz un- 
bedenklich benutzen, wo es bequem erscheint. 

Es muß hier noch untersucht werden, welchem Medium die 
Vermittelung der Nahewirkungen zuzuschreiben ist. Es kann dies 
keine gewöhnliche Materie tun, da die elektrischen Kräfte auch 
in dem von Materie freien Raum, dem Vakuum, wirksam sind. 
Wir füllen deshalb den ganzen Raum mit einem neuen Medium, 
dem sogen. Äther an, den wir als Träger der Nahewirkungen be- 
trachten. Weitere Eigenschaften von ihm sind uns vorläufig nicht 
bekannt. 

Es muß ferner noch ein Wort gesagt werden über die mathe- 
matische Form der Nahe Wirkungsgesetze. Diese können nicht ver- 
schiedene Punkte des Raumes in Verbindung bringen, mögen diese 
auch noch so benachbart sein; vielmehr werden sie uns Zusammen- 
hänge zwischen Größen liefern, die sich auf einen Punkt des 
Raumes beziehen. Im allgemeinen werden es also Differential- 
gleichungen sein. 

5. Das elektrische Feld punktförmiger Ladungen. Wir 
knüpfen unsere weiteren Betrachtungen an die Feldintensität® an. 

Jedem Punkte des Feldes entspricht ein bestimmter Wert 
von @. Es ist dabei aber wohl zu beachten, daß es nicht hin- 
reichend ist, den absoluten Betrag von @ anzugeben, sondern es 
muß auch noch die Angabe der Richtung hinzukommen. Solche 
Größen nennt man Vektoren im Gegensatz zu den Skalaren, 
die durch ihren Betrag völlig charakterisiert sind. Beide Arten 
von Größen spielen in der Physik eine wichtige Rolle; zu den 
Vektoren gehören die Kräfte, Geschwindigkeiten, Beschleu- 
nigungen, Feldstärken usf.; als Skalare dagegen sind z. B. das 
spezifische Gewicht, die Energie- und Arbeitsgrößen aufzufassen. 
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Wir bezeichnen die Vektoren zur Unterscheidung stets durch 
deutsche Buchstaben. 

Wir betrachten zunächst die Stärke und Richtung des Feldes, 
das von einer einzigen punktförmigen Ladung hervorgerufen wird. 
Dem Begriffe der punktförmigen Ladungen kommt allerdings keine 
physikalische Realität zu. Denn kommen wir in hinreichende 
Nähe einer noch so kleinen Ladung, so nehmen wir immer eine 
räimaliche Ausdehnung wahr: Die Elektrizität ist mit einer be- 
stinmiten Dichte entweder räumlich oder auf einer Fläche ver- 
teilt. Unter räumlicher Dichtigkeit q versteht man dabei diejenige 
Elektrizitätsmenge, die im Kubikzentimeter enthalten ist; ebenso 
bedeutet die Flächendichte ri die Ladung pro Quadratzentimeter. 
Bezeichnen wir also die Gesamtladung mit e, so ist: 



^Igdt resp. e^JridS^ 



wenn dr und dS Volum- resp. Flächenelemente sind. 

Indessen ist fiir viele Zwecke der Begriff der punktförmigen 
Ladung außerordentlich bequem. Eine punktförmige Ladung c^ 
befinde sich nun an der Stelle (x^yi^i) des Raumes. Nach Glei- 
chimg (2) und (l) ist dann die Feldstärke (S^ in einem Punkte 
(xyg) in der Entfernung r^: 

(3) ®,^,-^ 



Dabei ist r^ = y{x — x^^ + {y — Pif + (z — ^i)*. Die Rich- 
tung der Feldstärke ist die des Radius -Vektors r^; je nachdem 
die Ladimg e^, die das Feld erzeugt, positiv oder negativ ist, 
weist die Feldstärke von kleineren zu größeren oder von größeren 
zu kleineren Werten von 7\. 

Wir wollen jetzt die Komponenten von ®j parallel den Koordi- 
natenachsen bilden; wir bezeichnen sie mitXj Y^ Z^. Wir erhalten 
sie durch Projektion von d^ auf dieselben, d. h. durch Multipli- 
kation von (£j mit den Richtungskosinus von @^ oder, was das- 
selbe ist, da ®i und r^ gleichgerichtet sind, von r^. 

Wir haben also: 

'Xi = Si cos «1 , Tj = ®i cos jS^ , Zj = @i cos y^ , 

wenn cci^ß^yi die Winkel sind, die r^ resp. mit der x^y^z- Achse 
büdet. 



Digitized by VjOOQIC 



Kapitel I. Elektrostatik. 



.raus folgt sofort: 

®f = Xf + Y,' + ZI 
\t aber: 

X — x^ dt^ 



cos «1 «= 



r. c^x 



z — z. dr. 
cos Vi =« = -TT-^ , 

r^ Dach den Achsenrichtungen zu differentiieren ist. Da 
her in keiner Weise bevorzugt sind, so ist ganz allgemein: 

cos(r,w)«^, 

jsultat, von dem wir häufig Gebrauch machen werden. 
5t: 

^ben wir statt des soeben angenommenen Feldes ©^ ein 
1 ®2? herrührend von einer punktförmigen Ladung e^ im 
i {x^y^z^ in der Entfernung r^ von (xyz), so haben wir 
Eilogen Gleichungen: 



r, = V(i^^,y + {y- y,)> + (e - ^,f, 

X — 07, ^ r, 
cos a« == = ^ , usw. 

= 'l (^ - ^2). 5^2 = fi (i/ ~ ^2), ^2 = ^ (^ - -^2)- 

'2 ^S ^8 

istieren endlich beide Felder gleichzeitig, so erhalten wir 
sultierendes Feld ®, dessen Komponenten XYZ sich 
' aus den Komponenten der Teilfelder zusammensetzen; also: 

X = X, + X, = ^- (x - X,) + ^'ix- X,), 

r= r, + r, = ^ (2,-y,) + '-',-(& -y,), 

Z = Z, + Z, - ^ (^ - ^i) + ^ (« - .',). 
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Ein Feld endlich, das von n punktförmigen Ladungen herrührt, 
hat die Komponenten: 

Ein von punktförmigen Ladungen herrührendes Feld kann also 
stets auf die Form gebracht werden: 



(5) 



;i = i 



71 

5^ = 2r«(y-3'-i)' 



Vi; 



1 * 



wobei die Summen über sämtliche Ladungen zu bilden sind. 

Für ein so bestehendes Feld wollen wir jetzt ein Nahewir- 
kungsgesetz, d.h. eine Differentialgleichung ableiten. 

Differenzieren wir die erste der Gleichungen (5) nach rr, die 
zweite nach y, die dritte nach z, so folgt: 



dX 
dx 



;i=n 



-^ Li? VI dxj ~jLj ^^ Lr^» r/ J 
und entsprechend 

dy -i^U» rj^ dyj ^ '' W r^ J' 

dz "^ Lr/ r} dzj ^^^ Lr/ r/ J 

Da (x — X;)^ + (y — y^y + (^ — ^xY = ^2^ so folgt durch 
Addieren: 

W ä^ + ä^ + äJ-^- 
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Dieses Nahe Wirkungsgesetz gilt im ganzen Baume mit Aus- 
nahme der punktförmigen Ladung, weil dorl: die Kräfte oo werden. 

Da, wie bereits früher hervorgehoben, punktförmige Ladungea 
nicht existieren, so bedarf Gleichung (6) einer Ergänzung far das 
Gebiet, in dem räum lieh oder flächenhaft verteilte Elektrizität 
angehäuft ist Diese Ergänzung ergibt uns der im folgenden Para- 
graphen zu beweisende G au ß sehe Satz. 

6. Der Gaußsche Sats. Wir denken uns im elektrischeB 
Felde eine geschlossene Fläche S, deren Oberflächenelement wir 

mit (^5 bezeichnen. Ander 
Stelle jedes Oberflächen- 
'Tx elementes hat die elektri- 
sche Feldstärke einen ge- 
wissen Wert ® und steht 
im allgemeinen natürlich 
nicht senkrecht auf der 
Fläche ; diesen Wert von S 
-p. j zerlegen wir in zwei zu- 

einander senkrechte Kom- 
ponenten; die eine soll parallel dS an der betreffenden Stelle, die 
andere normal dazu sein. Erstere nennen wir die tangentielle, 
letztere die normale Komponente, und bezeichnen sie mit ®^ resp.®^. 
Das Produkt (B^dS bilden wir für jede Stelle der gedachten Fläche 
und summieren die erhaltenen Werte. Mit anderen Worten : Wir 

bilden das Oberflächenintegral j(Sj^dS. Man nennt den unter 

dem Integralzeichen stehenden Ausdruck den Kraftfluß durch dS, 
Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt an, die Fläche sei so 
weit von dem Feld der elektrischen Ladungen entfernt, daß wir 
letztere wieder als punktförmig, wenigstens vorläufig, ansehen 
können. Sei nun in der Figur der Sitz einer dieser Ladungen c^ 
und dS ein Oberflächenelement der betrachteten Fläche; dasselbe 
ist um die Strecke r^^ von entfernt. Die nach außen mit ihrer 
positiven Richtung weisende Normale heiße n. 

Dann ist die von e^ herrührende elektrische Feldintensität am 

Orte dS gleich —\] also die Normalkomponente = ^ cos (f;^, «), 

wenn (r^^, n) der Winkel zwischen r;^ und der Normalenrichtung ist. 

Nach Formel (3b) auf S. 12 ist aber cos (r^^ n) =- ■^; also ist 
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^er von e^ herrührende Kraftfluß durch dS: 



-*tl^dÄ. 



l^ir schlagen nun um mit r^^ eine Kugel; aus derselben wird durch 
^en Strahlenkegel, der von der Begrenzung von dS mit als 
Spitze gebildet wird, ein Element dk herausgeschnitten. Da die 
Flächenelemente dS und dk unendlich klein sind, können sie als 
el>eii betrachtet werden, und es ist dann dk als Projektion von 
€i S auf die Kugelfläche aufzufassen. Der Winkel zwischen beiden 
Flächen ist wieder ^ (^^?**); also ist: 

(8) ' dk^dS cos (r^,n) « dSj^ •, 

andererseits ist aber dk = r}d<pj^^ wenn d<p;^ den räumlichen 
'Winkel bedeutet, unter welchem dk (und dS) von aus er- 
scheinen: also r}dq>2 = dS ^r-^- Setzen wir diesen Wert in die 
obige Formel ein, so folgt 

(9) ^i'^d8^e,d<p,, 

also der von C;^ herrührende Kraftfluß durch die gesamte Fläche: 

(10) fiSi^^dS=e^fd(p. 

Jetzt sind nun zwei Fälle möglich: 

1. 6;^ wird von der Fläche umschlossen; dann erfüllt 
dq>x, der räumliche Winkel, unter dem 8 von aus erscheint, 
den ganzen Winkelraum um 
herum, ist also = 4;r, also 



ß 



ß 



^Ttej 




2. e^ liegt außerhalb der 
geschlossenen Fläche. 

Dann zerfällt die Fläche in 
zwei Teile, einem dem Körper zu- pig. 2. 

gewandten, S^ , einem dem Körper 

abgewandten, 8^ (Fig. 2) . Für diese ist der räumliche Winkel gp;^ 
dem absoluten Werte nach derselbe, aber er ist mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen für S^ und S^ zu nehmen, so daß der totale 
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räumliche Winkel 



ist. Also ist 



ß 



falls die Fläche e^^ nicht einschließt. 

Diese Überlegungen können nun auf alle Elektrizitätsmengen 
angewendet werden, die das Feld bilden; wir erhalten dann durch 
Addition aller Teilkraftflüsse im Falle 1 : 



(11) 


f^,d8~4n2e„ 


im Falle 2: 




(IIa) 


ß„dS~0. 



Der Fall 2 ist, wie man sieht, ein spezieller Fall von 1. 
Denn wenn alle Elektrizitätsmengen außerhalb der Fläche liegen, 
ist Se^, d. h. die Summe der von der Fläche umschlossenen 
Elektrizitätsmengen, =0; d.h. Gleichung (11) geht in (IIa) über. 
Gleichung (11) lautet in Worten: „Der Kraftfluß durch eine ge- 
schlossene Oberfläche == 4 TT mal Summe aller eingeschlossenen 
Elektrizitätsmengen." 

Das ist der Gaußsche Satz. 

Über seinen Gültigkeitsbereich ist folgendes zu sagen: Wir 
haben ihn unter der Annahme punktförmiger Ladungen bewiesen , 
d. h. unter der Annahme, daß die r^^ groß seien gegen die Dimen- 
sionen der Ladungen. Im Resultat in Gleichung (11) haben sich 
aber alle r^ herausgehoben, und unser Satz gilt daher unein- 
geschränkt für jede beliebige Fläche, mag dieselbe weit von 
den Ladungen entfernt sein oder nicht, d. h. mögen die Ladungen 
als punktförmig auffaßbar sein oder nicht. 

7. Anwendungen des Gaußschen Satzes. Wir haben in 
Nr 5 ein Nahe Wirkungsgesetz für die elektrische Feldstärke ab- 
geleitet, welches in Gleichung (6) ausgesprochen ist. Dasselbe 
hat aber zunächst nur Gültigkeit für Felder, die durch punkt- 
förmige Ladungen erregt sind, und es versagt am Orte der 
Ladungen selbst. Beide Lücken müssen ausgefüllt werden. Dazu 
dient der Gaußsche Satz, indem wir ihn auf eine spezielle, für 
unsere Zwecke passend gewählte Fläche anwenden. 

Bevor wir dies tun, wollen wir zunächst beweisen, daß die 
elektrischen Kräfte endlich bleiben, falls wir die Annahme der 
Punktförmigkeit der Ladungen fallen lassen und statt dessen der 
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Elektrizität eine endliche räumliche (q) oder flächenhafte (rf) 
Dichtigkeit beilegen. Wir wollen den Beweis nur für den Fall 
führen, daß die Elektrizität sich mit einer bestimmten Dichtig- 
keit 7} auf einer Fläche befindet. Sei in der Fig. 3 S ein Stück 
derselben. 

sei der Punkt, für den wir die elektrische Kraft bestimmen 
wollen. Lassen wir denselben in die Fläche S selbst rücken, so 
-wird sein Abstand von der elektrischen Ladung der Fläche nur 
an der Stelle « 0, wo der Punkt in der Fläche liegt, z. B. nur 
in 0'. Denn die Entfernung von den anderen Stellen der Fläche, 
z. B. 0" ist ja endlich und von Null verschieden. Es kann also 
die elektrische Kraft höchstens durch die in (/ befindlichen 
Ladungen oo werden. Betrachten wir 0' als Mittelpunkt eines 
Flächenelementes dS, so ist die elek- 
trische Ladung auf diesen = r/dÄ; die 
Entfernung 0' sei =» r. Die von 
dieser Stelle der Fläche herrührende 




„ J Of 

elektrische Kraft ist also gleich - ,- • 

Bezeichnen wir nun den räumlichen 
Winkel, unter dem dS von aus er- 
scheint, mit dg), so ist — ^ = ^^9? rig. s. 

da dS =^ r^dg) ist. Rückt in die Fläche nach 0\ so wird 
dq) == 2 TT. Also wird der von den in 0' befindlichen Ladungen 
herrührende Kraftanteil in 0' selbst gleich ij • 27r, ist also end- 
lich. Da man nun eine räumliche Ladung als eine Hinterein ander- 
schichtung von Flächenladungen betrachten kann, gilt für diese 
dasselbe. 

Nunmehr wollen wir den Gauß sehen Satz auf eine spezielle 
Fläche anwenden. Diese Fläche ist ein unendlich kleines Parallele- 
pipedon, dessen Kanten parallel den Koordinatenachsen orientiert 
sind; die Kantenlängen sind respektive dx, dy, dz (Fig. 4). 

Die sechs Flächen dieses Würfels liegen parallel der xy-, yz-^ zx- 
Ebene; da im Gauß sehen Satze die Normalen stets nach außen 
weisen, so stimmen auf drei Flächen die Normalenrichtungen 
überein mit den Koordinatenrichtungen, auf den drei andern sind 
sie entgegengesetzt. Wir berechnen j^^dS zunächst für die 
beiden schraffierten, parallel der y^-Ebene liegenden Flächen 
von der Größe dydz. Die von Fläche 2 nach außen weisende 

Schaefer, MaxwelUche Theorie. 2 
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Normale ist die +^" Richtung, die Normale von 1 weist nach 
der Seite der negativen x. 

Die Normalkomponente von S ist also für die Fläche 1 : — ^a.» 
für Fläche 2: + X^+^^. 

Die Indices x und x-^-dx bedeuten dabei, daß die Werte von 
X an verschiedenen, um dx auseinanderstehenden Punkten zu 
bilden sind. Nach dem Taylor sehen Lehrsatze ist aber: 



*-ar+dx 



^-+ a^'^^' 



wenn wir die Entwicklung mit dem ersten Gliede abbrechen. 
Der Kraftfluß durch die Flächen 1 und 2 ist also: 



X,dydz+{x^+^~d^dydz 



^— dx dy dz = i^r- dx . 
ex ^ ex 



Ebenso erhält man als Kraftfluß durch die andern Flächenpaare: 
-^ dx und y- e?T; zusammen also: 

Nach dem G au ß sehen Satze ist der Kraftfluß 47t -Se; wenn 
nun, was wir annehmen wollen, der ganze Würfel mit einer räum- 
lichen Dichtigkeit q von Elektrizität 
erfüllt ist, so wird: 

^nZe =« 47r^e?r; 
durch Kombination ergibt sich also : 







doc 



->-a; Dies ist das gesuchte Gesetz für 

diejenigen Stellen des Feldes, an 
Fig. 4. denen q von Null verschieden ist. 

Als speziellen Fall umfaßt (12) auch 
die früher abgeleitete Gleichung (6), die damit auch für ein Feld 
beliebiger Herkunft bewiesen ist. 

Wir machen noch eine zweite Anwendung des G au ß sehe 
Satzes, um auch den Fall zu erledigen, wo die Elektrizität av '^ 
einer Fläche verteilt ist. Sei in Fig. 5 AB ^\tl kleines Stück eine ' 
soflchen Fläche; die Dichtigkeit sei r\. Also ist e =^ t^z/Ä. 
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■ ■ ■ • — 

Wir konstruieren, wie Fig. 5 angibt, einen Zylinder von un- 
endlich kleiner Höhe. Grund- und Gegenfläche haben also die 
Größe ziiS; der Zylindermantel ist dagegen zu vernachlässigen. 
Bezeichnen wir die Seite, nach der die Normale der Fläche 
weist, mit 1, die andere mit 2, so stimmt die Zylinder normale 
auf 1 mit der Flächennormale überein, auf 2 weist sie entgegen- 
gesetzt. Für Zylinderfläche 1 ist der Kraftfluß « ^„i^^'^ ^^ di® 
Fläche 2 dagegen — — ^„^JS-^ der gesamte Kraftfluß ist also: 

Nach dem G au ß sehen Satze ist dieser Betrag '^ ^Ttr^JS] 
also folgt: 
(13) (g,j-(5„j-4«,,, 

d. h. die Normalkomponente der elektrischen Feldstärke ist beim 
Durchgange durch eine elektrische Flächenbelegung unstetig in 
dem durch Gleichung (13) an- 
gegebenen Betrage. \> 

Da im Innern metallischer Kör- 
per stets @ = ist, so gibt Glei- , ^ ^ 

chung (13), auf die mit Elektrizität ^ ^ ^ ^ 

belegte Grenzfläche zwischen Metall 
und Äther angewendet: 

(13a) ®,i =« 47rt?. 

Da ferner auf Metallen die Elek- ^is-ß 

trizität sich leicht verschiebt, so 

müssen wir weiter schließen, daß eine tangentielle Komponente (£ 
der elektrischen Feldstärke an der Oberfläche nicht vorhanden sein 
darf. Denn eine solche in die Oberfläche fallende Komponente 
würde auf die elektrischen Ladungen des Metalls Kräfte aus- 
üben und dieselben in Bewegung versetzen, also den Gleich- 
gewichtszustand, mit dem wir es hier allein zu tun haben, zer- 
stören. Die elektrische Kraft @ ist also senkrecht zur Metall- 
oberfläche. In Gleichung (13 a) ist also ©^^ identisch mit der 
ganzen Feldstärke an der Oberfläche. 

Mit den Gleichungen (12) und (13) ist das im Beginn dieses 
Paragraphen angestrebte Ziel erreicht. Diesen Gesetzen gehorcht 
die elektrische Kraft an allen Stellen des Raumes. Ihnen ist 
äquivalent das in Gleichung (11) ausgedrückte, als Gau ß scher 
Satz bezeichnete Integralgesetz. 
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Wir wollen an dieser Stelle die A.ufmerksamkeit des Lesers noch 
besonders auf die Form des Gaußschen Satzes hinlenken, die der- 
selbe in Gleichung (Hb) erbalten hat. Hier steht auf der rechten 

Seite ein Ober fläche n integral : / ®f^dS^ auf der linken ein Raum- 
integral: f i-^ h "ö f" ~;f) ^^* -^ dieser Form gilt der 

Gaußsche Satz für jeden beliebigen Vektor ?t, so daß wir 
durch Gleichung (Hb) eine sehr brauchbare Integraltransforma- 
tion gewinnen, die in der folgenden Gleichung (llc) ausge- 
sprochen ist: 

(n.) /,..s_/(.|?.. + ^. + ^),., 

wenn 21^, 81 , ?l, die Komponenten von 21 bedeuten. Diese Glei- 
chung wird uns später wichtige Dienste leisten. 

8. Potential; zweites Nahewirkungsgesetz für die elek- 
trisohe Feldstärke. Wir kehren noch einmal zu dem Felde 
punktförmiger Ladungen zurück, um an diesem Beispiele einen 
neuen Begriff zu entwickeln, dem im Gebiete der ganzen Elektro- 
statik eine große Bedeutung zukommt. 

Nach Gleichung ' (5) der Nr. 5 können die Komponenten 
der Feldstärke in diesem Fall folgendermaßen geschrieben werden : 



x=2'*(-^a)-25 






zwei entsprechende Gleichungen gelten für Y und Z. Diese 
Kraftkomponenten lassen sich nun aus einer einzigen skalaren 
Funktion tp durch Differentiation ableiten. Setzen wir nämlich: 



(14) 



-'2h 



SO ist, wie man sich durch Ausführung der Differentiationen über- 
zeugt : 

(1^) ^=-11' ^=-|f. ^=-|f- 



Führen wir die Differentiation z. B. für x aus, so folgt: 
\ '• 1 * 1 * 



^i)> 
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was mit dem obigen Werte übereinstimmt. Die Komponenten 
I der elektrischen Feldstärke eines von punktförmigen Ladungen 
i erzeugten Feldes lassen sich also darstellen als die negativen par- 
tiellen Differentialquotienten einer einzigen Funktion 9; diese heißt 
das Potential. Da nun die x-, y-, ;?-Richtnngen ja keinerlei Vor- 
^ Zugsrichtungen sind, so gilt dasselbe für jede beliebige Richtung n; 
i d. h. 

i in Worten: Die w-Komponente der elektrischen Feldstärke ist 
gleich dem nach dieser Richtung genonamenen negativen partiellen 
Differentialquotienten des Potentials. 

Das Potential ist, wie man erkennt, eine eindeutige, stetige 
und mit Ausnahme des Ortes der Ladungen überall endliche 
Funktion der Koordinaten. Daß sie am Orte der Ladungen un- 
endlich wird, hängt natürlich wieder zusammen mit der Annahme, 
daß diese punktförmig seien. 

Welches sind die Bedingungen dafür, daß eine solche Funktion 
existiert? Wenn sie existiert, so ist nach Gleichung (15): 

Xdx + Ydy + Zdi! = - gl dx + || (iy + ll d^e:) = - dcp. 

d. h. (^9) ist ein totales Differential. Dafür aber ist die not- 
wendige und hinreichende Bedingung, daß: 

(-17) ^-^-^ = ^-^^=0 ^--^-^ = 
^ ^ dy dx ^ dz dy ' ex dz 

Dies ist ein zweites Nahewirkungsgesetz, dem die elektrische 
Feldstärke, wenigstens im Falle punktförmiger Ladungen, gehorcht. 

Man kann dies auch anders ausdrücken. 

Denken wir uns im Felde irgendeine, die Punkte 1 und 2 
verbindende Kurve s gezogen. Wir bringen in den Punkt 1 eine 
positive Einheitsladung und verschieben sie längs s bis zum 
Punkte 2. Die während einer Verrückung um ds vom Felde auf- 
zuwendende Arbeit ist gleich ®, ds^ wenn ®, die in die Richtung 
von ds fallende Komponente von (£ bedeutet. Denn Arbeit ist ja 
a= Kraft in Richtung des Weges mal Weg. Die gesamte Arbeit 

beim Verschieben von 1 bis 2 ist also / ^^ds. Da nun ein Po- 
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-; also ist J 



tential in unserm Falle existiert, so ist ®, = — 
geleistete Arbeit: 

(18) ^._y|^rfs = -(,,,-.pO; 

1 

d, h. Ä ist nur abhangig von den Werten des Potentials in 4 
Punkten 2 und 1, aber gänzlich unabhängig von dem Wej 
der 1 und 2 verbindet. Oder: Die Arbeit ist auf allen Weg« 
zwischen 1 und 2 die nämliche. 

Bedeuten also in Fig. 6 s^ und 53 zwei Wege, so ist 4 
« Ä^^ oder A^ — A^^ = 0, d. h. wenn man die Einheitsladoi) 





Fig. 6. Fig. 7. 

zunächst auf 5^ nach 2 hinführt und sodann auf ^2 zum Ans* 
gangspunkte 1 zurückführt, so ist die gesamte Arbeit gleich NuH 
Das über eine geschlossene Kurve erstreckte Integral: 

(19) y^^ds^O. 



Dieses Integral gesetz ist dem Differentialgesetz (17) vöUii 
gleichwertig. 

Die Erfahrung hat nun ergeben, daß das IntegraJ 
gesetz (19) für alle elektrostatischen Felder gilt, nicht 
nur für die durch punktförmige Ladungen erzeugten. 
Durch Herumführen einer Elektrizitätsmenge auf einer geschlos- 
senen Kurve kann also aus einem elektrostatischen Felde nie* 
mal 8 Arbeit gewonnen werden. 

Wir wollen daraus einen wichtigen Satz ableiten, der das 
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Verhalten der tangentiellen Komponenten an einer Fläche betrifft, 
die mit Elektrizität belegt ist. 

In der Figur 7 sei S ein Stück einer solchen Fläche, auf der 
die Elektrizität mit der Dichtigkeit r} angehäuft sei. Wir kon- 
struieren einen geschlossenen Weg, wie es die Figur zeigt, der 
zum Teil links, zum Teil rechts von der Fläche verläuft, und 
wenden darauf Gleichung (19) an. Wir wollen nun die Stücke 
links und rechts von der Fläche immer näher und näher an die- 
selbe heranrücken lassen, so daß diese geschlossene Kurve schließlich 
nur aus zwei Stücken von der Länge s zu beiden Seiten der 
Fläche besteht. Wenn wir eine positive Einheitsladung auf der 
Kurve in dem in der Figur bezeichneten Sinne herumfuhren, 

so' ist auf der rechten Seite der Fläche / ®,(^s«®. 5, auf der 
linken Seite gleich — ®^5. Also ist nach Gleichung (19): 
(19 a) (®^ — ® J 5 « , oder ®^^ = ©^ . 

(19 a) spricht die Stetigkeit der tangentiellen Komponenten aus. 
Mit dem Integralgesetz (19) gelten nach dem oben Gesagten 
auch die Differentialgesetze (17) und (19 a) für alle elektro- 
statischen Felder. i 



i/@. 



Das Integi-al I ^^ds pflegt man mit einer nicht ganz glück- 
1 
lieh gewählten Bezeichnung als „elektromotorische Kraft" zu be- 
zeichnen. Denn / ^^ds ist, wie aus dem Vorhergehenden sich 
ergibt, keine Kraft, sondern eine Arbeit pro Ladungseinheit. 
Auch das Potential stellt eine Arbeitsgröße dar. Lassen wir z. B. 
in Gleichung (18) den Punkt 2 in die Unendlichkeit rücken, so 
wird nach Gleichung (14) qpg = 0; also erhalten wir: 



(19 b) y®,d5« 



^11 



d. h. der numerische Wert des Potentials in Punkt 1 ist gleich 
der Arbeit, die vom Felde geleistet werden muß, um die Einheits- 
ladung von dort bis in die Unendlichkeit (oder an eine Stelle des 
Potentials 0) zu verschieben. 

Die Dimension des Potentials ergibt sich aus der Bemerkung, 
daß es eine Arbeit pro Einheitsladung ist, also: 

[<p-e] = [A]=-[Jfi«r-T; 
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also: 

[9,]-[JlfV.iV.T-^]; 

oder im absoluten Maßsystem: 

M^bt == [gr*/« cmV« sec- ^] . 

Es mag hier noch folgendes zugefügt werden: Da die elek- 
trischen Kräfte durch Differentiation aus dem Potential gewonnen 
werden, so kann man demselben noch eine beliebige Konstante 
hinzufügen und die Summe als Potential bezeichnen. 

Wie wir bereits früher bemerkt haben, ist im Innern metal- 
lischer Leiter die elektrische Kraft gleich Null; also muß das 
Potential im ganzen Innern und auf der Oberfläche 
einen konstanten Wert besitzen. 

Lassen wir nunmehr die Annahme punktförmiger Ladungen 
fallen, so haben wir im Falle räumlicher Dichtigkeit q zu setzen: 



1 



(20a) '''/'r- 

im Falle von Flächendichtigkeit rj: 
(20 b) (p=J^ 



r 



Da, wie wir früher gezeigt haben, durch Einführung von 
räumlicher und flächenhafter Dichtigkeit der Elektrizität an Stelle 
punktförmiger Ladungen, die elektrischen Kräfte überall endlich 
bleiben, so folgt aus demselben Grunde völlige Stetigkeit und 
Endlichkeit des Potentials. 

Die Integrale (20 a und b) erstrecken sich über alle Baum- 
und Flächengebiete, auf denen q oder t? von Null verschieden 
sind. Haben wir ein Feld, das zum Teil von räumlich verteilten 
Ladungen, zum Teil von Flächenladungen herrührt, so haben 
wir also: 

fnds 

r 



(2.) ^ -/"?+/" 



Mit Hülfe des Potentials kann man die Gleichungen (12, 
13, 13 a) auch in folgender Form schreiben: 
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C22b) (||)_-(||)_-4,„ 

Gleichung (22a) wird die Poissonsche Gleichung ge- 
nannt. 

Im allgemeinen wird man übrigens keine Veranlassung haben, 
im freien Äther räumliche oder Flächenladungen anzunehmen. Die 
elektrischen Ladungen sitzen vielmehr durchweg auf Leiterober- 
flächen, wodurch sich die Probleme entsprechend vereinfachen,. 

Wenn die elektrische Feldstärke eines Feldes als Funktion 
der Koordinaten gegeben ist, so ist damit auch die .Anordnung 
und Größe der räumlichen und flächenhaften Ladungen bekannt. 
Denn man hat ja nur nach Gleichungen (12, 13, 13 a) Differen- 
tiationen auszuführen, d. h. eine stets mögliche Rechenoperation 
vorzunehmen. Das gleiche gilt, wenn statt der Feldstärke das 
Potential gegeben ist, wie ein Blick auf die Gleichungen (22 a 
bis 22c) lehrt. Aber es gilt auch das Umgekehrte. Es 
läßt sich in aller Strenge beweisen, daß durch die Angabe der 
räumlichen und Flächenladungen die Feldstärke sowie das Po- 
tential bestimmt ist. Den Beweis für diese Behauptung unter- 
drücken wir hier, da derselbe uns zu weit führen würde. Wir 
werden ihn aber im nächsten Paragraphen durch eine Analogie 
plausibel zu machen suchen. Die Richtigkeit dieser Behauptung, 
zugegeben, sind die elektrostatischen Probleme mit Hülfe der an- 
gegebenen Gesetze völlig bestimmte; ihrer Lösung stellen sich nur 
Schwierigkeiten mathematischer Natur entgegen. 

9. Eraftlinien; Äquipotentialflächen; hydrodynamische 
Analogie. Um sich die Anordnung eines elektrischen Feldes zu 
veranschaulichen, kann man sich mehrerer Methoden bedienen. 

Die erste beruht darin, daß man im Felde Kurven zieht, 
deren Richtung in jedem Punkte mit der Richtung der elek- 
trischen Feldstärke übereinstimmt. Diese Kurven werden Kraft- 
linien genannt. Durch jeden Punkt des Feldes geht dann eine 
solche Linie. Will man daraus die Richtung der Kraft an einer 
Stelle des Raumes erfahren, so hat man gemäß der Definition 
der Kraftlinie an die durch diesen Punkt gehende Kraftlinie eine 
Tangente zu legen; die Richtung derselben ist die von ®. Man 
kann f&r manche einfache Anordnungen diese Kraftlinien auch durch 
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riment sichtbar machen. Nach S eddig, der auf Veran- 
on Richarz sich mit dieser Frage kürzlich beschäftigt 
ihrt man im Prinzip folgendermaßen: In eine isolierte 
schale ragen zwei Kugeln herein, die mit den beiden 
er Elektrisiermaschine verbunden sind. In die Schale 
n eine Suspension von Chininsulfat und Terpentinöl, 
iie Kugeln durch Drehen der Elektrisiermaschine geladen, 
sich Ketten von Chininsulfat-Partikelchen, die mit der 
der Kraftlinien an jedem Punkte übereinstimmen und 
jh wohl selbst Kraftlinien genannt werden, 
erhält so ein qualitativ richtiges Bild des elektrischen 
ifan kann aber nach dem Vorgange von Faraday auch 
titatives Bild des Feldes erhalten, indem man senkrecht 
ung der elektrischen Kraft ® sich eine Fläche von der 
Quadratzentimeter gelegt denkt und nun durch diese 
viel Kraftlinien zieht, als @ an dieser Stelle Einheiten 
istruiert man nach dieser Vorschrift, nicht wie vorher 
en Punkt, die Kraftlinien, so gibt die Zahl der eine 
)n 1 Quadratzentinieter normal durchsetzenden Kraft- 
m. Mathematisch heißt dies: 

Anzahl dN der Kraftlinien, die ein Flächenstück dS 
m, ist ®^<^Ä, wenn S^ die Normalkomponente von ® 
eile von dS bedeutet. Also: 

dN^(S„dS', oder jf«®». 

können dies auch so ausdrücken: „Die Anzahl der 
ien, die eine Fläche durchsetzen, ist gleich dem 
ß durch diese Fläche." Das gilt natürlich auch für 
ne Flächen, und so erhalten wir nach dem Gauß sehen 



N^f(B„dS^^7t^€', 



Kraftlinien entspringen und endigen in den elektrischen 
des Feldes. Man hat sich auf folgende zweckmäßige 
jweise geeinigt: Ist in Gleichung (24) ^e positiv, so 
}h der aus der Fläche heraustretende Kraftfluß und die 
Qzahl; ist ^e negativ, so gilt das Nämliche von 
und N, Man sagt also: Die Kraftlinien beginnen in 
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den positiven Ladungen (und zwar gehen nach (24) von jeder 
Einheit An Linien aus), und sie endigen in den negativen 
Ladungen. Man nennt daher die positiven Elektrizitätsmengen 
die Quellen, die negativen die Senken des Kraftflusses. Da 
man die letzteren als negative Quellen betrachten kann, so sagt 
man statt dessen auch einfach: Die elektrischen Ladungen sind 
die Quellen des Kraftflusses. Das elektrische Feld nennt man da- 
her auch ein Quellenfeld. 

Mit Hilfe des Begriffes der Kraftlinien können wir das Inte- 
gralgesetz in (19) anschaulich interpretieren, durch folgende Über- 
legung: ®,e?5 ist stets positiv, wenn wir auf einer Kraftlinie im 
positiven Sinne den Einheitspol fortfuhren. Würde es also 
ringförmig geschlossene Kraftlinien ohne Anfang und ohne 
Ende geben, so hätten alle Elemente ®^ds des Integrals in 
(19) einen positiven Wert; derselbe könnte mithin nicht ver- 
schwinden. Da er stets verschwindet, so heißt dies nichts 
anders, als daß es im elektrostatischen Felde keine ge- 
schlossenen Kraftlinien gibt. Felder dieser Art nennt man 
Wirbel fr ei. Das elektrostatische Feld ist also ein wirbel freies 
Quellenfeld. 

Die zweite Methode beruht auf dem Begriff des Potentials. 

Die Gleichung cp = konstans stellt eine Fläche dar, die der 
geometrische Oi-t aller Punkte ist, für die das Potential den 
gleichen Wert hat. Man nennt solche Flächen Äquipotential- 
oder Niveauflächen. Denkt man sich solche Niveaufllächen im 
elektrischen Felde konstruiert, und zwar so, daß von einer Niveau- 
fläche bis zur benachbarten die Potentialwerte um einen bestimmten 
Betrag variieren, so kann man aus ihrem Verlaufe auf Größe und 
Richtung der Felder schließen. Denn die Niveau flächen stehen 
an jeder Stelle senkrecht zur Richtung der Kraft und natürlich 
auch zu den Kraftlinien. Man erkennt das am besten durch 
folgende Betrachtung: die Gleichung der Kraftlinien erhält man 
aus der Definition, daß die Richtung derselben mit derjenigen der 
Kraft übereinstimmt. Nun sind die Komponenten X, F, Z pro- 
portional den Richtungskosinus von ®, und wenn dx^ dy^ dz 
die Projektionen eines Elementes ds der Kraftlinie darstellen, 
sind sie den Richtungskosinus der Kraftlinie an der betreffenden 
Stelle proportional. Also gilt die Proportion: 

X\YvZ--^dx\dy\dz, 
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oder auch, mit Einführung des Potentials: 

X- : TT^ : 7^— ■" dx : dv : d0. 

dx dp dz ^ 

Dies ist die Gleichung der Kraftlinie. Aus der analytischen 
Geometrie ist aher hekannt, daß die Normg^le auf einer Fläche 

q> == konstans Richtungskosinus besitzt, welche mit ö~' ä^? ^ 

proportional sind. Die elektrische Kraft ist also parallel der Nor- 
malen der Niveauflächen, also senkrecht zu ihr selbst gerichtet. 

Bedeuten also in Figur 8 die Kurven Schnitte von Niveau- 
flächen mit der Papierebene, so ist die Kraft rißhtung in jedem 

Falle leicht zu erkennen. Die 
Größe von S erhält maü 
folgendermaßen: 

Wir ziehen von einer 
Niveaufläche zur benachbar- 
ten die normale Verbindungs- 
linie; sie habe die Größe d 5. 
Dann ist dasPotentialg e f all e 
auf dieser Strecke ös nach 
Konstruktion — ö(p; also pro 

Ä en 

Längeneinheit = — ^- • Nach 
der Definition des Potentials 




Fig. 8. 



ist aber 



dl 



= der elektrischen Feldstärke an der betreffenden 



Stelle; mit andern Worten: Die Feldstärke ist bei konstantem öip 
umgekehrt proportional dem Abstände zweier benachbarten 
Niveaulinien; sie ist in Fig. 8 größer an den mit a, kleiner an 
den mit h bezeichneten Stellen. 

Beide Methoden leisten genau dasselbe und sind auch mathe- 
matisch einander gleichwertig; denn man kann von den Flächen 
(f = konst. stets zu ihren orthogonalen Trajektorien, den Kraft- 
linien, übergehen und umgekehrt. 

Wir gehen jetzt über zur Besprechung einer Flüssigkeits- 
bewegung, deren Gesetzmäßigkeiten einen völligen Parallelismus 
bilden zu den im Vorstehenden besprochenen Gleichungen der elek- 
trischen Felder. Wir denken uns einen geschlossenen Baum, -der 
mit einer inkompressibeln Flüssigkeit erfüllt ist; dieselbe sei in 
einer stationären, d. h. mit der Zeit nicht veränderlichen Be- 
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wegung begrifPen. Diese Flüssigkeitsbewegung entstehe folgender* 
maßen: DieFlüssigkeit entspringt an gewissen Stellen des Raumes, 
die wir Quellen nennen wollen, in einer bestimmten Quantität 
pro Zeiteinheit; dieselbe Flüssigkeitsmenge muB wegen der In- 
kompressibilität dann an andern Stellen verschwinden, die wir als 
Senken oder negative Quellen bezeichnen. Diese Quellen (positive 
und negative) sollen stetig über dem Raum oder über gewisse 
ßtelleiL des Raumes mit bestimmter „Dichtigkeit" oder „Ergiebig- 
keit" verteilt sein. Unter Ergiebigkeit verstehen wir das Flüssig- 
Iteitsquantum, welches sie pro Sekunde produzieren. In einzelnen 
Fällen können wir der Einfachheit halber auch annehmen, daß 
die Quellen punktförmig seien Die Ergiebigkeit sämtlicher Quellen 
des ganzen Raumes' zusammengenommen ist nach dem Obigen 
Null. Die Flüssigkeitsbeweguug ist am einfachsten zu beschreiben 
durch Angabe des Vektors der Strömung. Unter der Strömung ü 
verstehen wir diejenige Wassermenge, die durch eine senkrecht 
zur Geschwindigkeit der Flüssigkeitsteilchen gestellte, Flächen- 
einheit pro Sek. hindurchtritt. Also in Formel: 

wenn ü^ die zum Flächenelement dS normale Komponente der 
Strömung und dm das pro Zeiteinheit hindurchtretende Flüssigkeits- 
quantum be?eichnet. Den Ausdruck t)„e?iS bezeichnen wir als 
„Fluß" durch dS. 

Denken wir uns nun irgendwo eine geschlossene Fläche in 
der Flüssigkeit, in der keine Quellen vorhanden sind. Da die 
Flüssigkeit inkompressibelist, so wird durch diese Fläche in 
toto keine Flüssigkeit austreten; denn was an einer Stelle aus- 
tritt, tritt an einer andern Stelle gleichzeitig herein. 

Also gewinnen wir den Satz für eine solche Fläche: 



(26) ft>^dS^O. 



Umschließt dagegen die Fläche Quellen von der Ergiebigkeit 
W;^, so hat der Fluß einen von Null verschiedeneu, der Ergiebigkeit 
^t»;i sämtlicher umschlossenen Quellen proportionalen Wert. 
Setzen wir den Proportionalitätsfaktor — 47r, so erhalten wir: 

(27) /t)„i5-47r^m,; 
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in dieser Gleichung ist (26) als spezieller Fall enthalten. 
Gleichung (27) entspricht dem Gauß sehen Satze, t) der Feld- 
stärke, m^ der Elektrizitätsmenge. 

Sind die Quellen stetig mit räumlicher Ergiebigkeits- 
dicMigkeit q verteilt, so kann man Gleichung (27) auf ein den 
Achsen paralleles, unendlich kleines Parallepipedon mit den Ernten 
dxdyda anwenden; man erhält dann, wenn m, r, w die Kom- 
ponenten der Strömung bezeichnen, die der Gleichung (12) in 
Nummer 7 entsprechende Beziehung: 



(28) 



du dv_ 
dx "*" dy 



I ^«^ A 



Auf Flächen mit der Flächenergiebigkeit tj angewendet: 

(29) t)W-t)(f)-4«7?. 

Um sich ein anschauliches Bild von der Bewegung der 
Flüssigkeit zu verschaffen, kann man sogenannte „Strömungslinien^^ 
ziehen, die in den positiven Quellen entstehen (und zwar pro 
Einheit der Ergiebigkeit 4t %) und sämtlich in den negativen 
Quellen verschwinden. Sie entsprechen den Kraftlinien, Man kann 
fem er die Zahl der zu ziehenden Strömungslinien so bestimmen, 
daß sie gleich dem „Flnß^' wird; also: 

(30) dJV-ö„e?5. 

Bichtung und Zahl der Strömungslinien bestimmen dann das 
Feld. Wir wollen ferner annehmen, daß das über eine beliebige 
geschlossene Kurve erstreckte Integral: 



(31) 



sei. 



fti.ds = 



Dies heißt, daß keine in sich geschlossenen Strömungslinien 
existieren; mit andern Worten: es kommen keine Botations- 
oder Wirbelbewegungen von Flüssigkeitsteilchen vor. Dies In- 
tegralgesetz ist aber gleichwertig mit den Bedingungen: 



oy ' ex dz 



Wir erkennen also, daß unser wirbelfreies Quellenfeld 
der Flüssigkeitsbewegung völlig analoge Gesetze darbietet wie 
das elektrostatische. 
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Es sei aber hier darauf aufmerksam gemacht, daß unter den 
angegebenen Bedingungen auch noch eine andere Flüssigkeits- 
bewegung existieren kann. Wenn nämlich gar keine Quellen 
vorhanden sind, so ist wegen der Abgeschlossenheit des Baumes 
und der Inkompressibilität der Flüssigkeit nur eine rotatorische 
oder wirbelnde Bewegung möglich. In diesem Falle gibt der 
G au ß sehe Satz für das ganze Feld: 

(33) fvndS^O, 

während das Linienintegral f t)^ds für gewisse geschlossene Kurven 

4= sein muß. 

Ein solches Flüssigkeitsfeld charakterisieren wir als ein 
quellenfreies Wirbelfeld; ein solches Feld werden wir später 
ebenfalls kennen lernen. Man entnimmt hier femer aus der un- 
mittelbaren Anschauung und der Erfahrung des täglichen Lebens 
den übrigens auch streng beweisbaren Satz, daß das wirbel- 
freie Quellenfeld durch die Angabe der Quellen, das 
quellenfreie Wirbelfeld durch Angabe der Wirbel ein- 
deutig bestimmt ist. 

10. Anwendungen. Wir wollen jetzt einige möglichst 
einfache Fälle an Hand unserer Gleichungen behandeln. 

Der erste Fall sei der des sogenannten Plattenkonden- 
sators. Darunter versteht man ein System von zwei ebenen 
Metallplatten, die in bestimmter Distanz voneinander angebracht 
sind. Die eine Platte trage eine Flächendichtigkeit rj. Haben die 
Platten die Größe 8^ so ist die auf der ersten Platte befindliche 
Elektrizitäts menge Stj. Um das Problem zu einem überhaupt 
realiter möglichen zu machen, müssen wir dann auf der andern 
Platte eine ebensogroße negative Dichtigkeit, — ?^ , annehmen. 
Sonst seien keine Ladungen und Metallmassen im Felde vorhanden; 
wir stellen uns die Aufgabe, die Verteilung der elektrischen Kraft und 
den Potential verlauf innerhalb des Baumes zwischen den beiden 
Platten zu bestimmen. Das Potential ist dadurch nur bis auf eine 
Konstante bestimmt, deren Festlegung wir uns vorbehalten wollen. 

Die Gleichungen des Problems sind, wenn g) das Potential 
bezeichnet: 

(a) J<p == Oj im Räume zwischen den Platten, 

(b) (g— j «= — 4;ri?, an der Oberfläche derselben. 
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J? 



-A- 



-? 



In der Fig. (9) bedeuteten P^ und P^ die beiden als sehr 
groß vorzustellenden Platten; ihr Abstand sei d. In die Mitte 
der Platte P^ legen wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems; 

die positive o;- Achse weist nach der 
Platte Pg hin, die icy- Ebene wird in 
die Papierebene gelegt. 

Da die Platten sehr groß sind, so 

kann tp im Innenraum nur von x ab 

hängen, uüd wir haben an Stelle von 

— ^oc Gleichung (a): 

-j-^ = ; integriert gibt dies : 

^^^^ q> ^Ax + B, ' 

Jetzt haben wir zur Bestimmung 
der Konstanten Ä und B die Gleichung (b) 
anzuwenden. Bei Platte P^ stimmt die Normalenrichtung mit der 
a?- Achse überein, auf Pg weist sie entgegengesetzt; das ergibt: 



Fig. 9. 



(35) 



für 



^^■-{^Lr-^- + '-^^ 



d. h. beide Anwendungen von (b) ergeben das nämliche ; die Kon 
staute B bleibt unbestimmt. Das entspricht aber gerade der 
Eigenart des Problems, die wir oben hervorgehoben haben. Wir 
können die Konstante dadurch festlegen, daß wir der Platte Pj 
ein bestimmtes Potential gpg erteilen. Dann haben wir nach (34) 
und (35): 

gp =s — ^Ttrix -f B '^ 



für X- 



oder: 



d muß (p ia <p2 übergehen; also: 
gpj = — 4 Ttrid + B^ 
B ^ (P2 + 4 7ri^d; 



also erhalten wir: 
(36) 



g) =^ 4:7trj(d — x) -}- (p^. 



Das Potential der Platte P^, das wir (p^ nennen wollen, ist 
dann natürlich, wie überhaupt der ganze Pötentialverlauf, be- 
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stimmt; q)^ wird erhalten, indem man in (36) a;»0 setzt. Also: 

(36a) (p^^^ Antid + (p^. 

Die PotentialdifFerenz 9)^ — gp^**^^^^^ konstans. Die Elek- 
trizitätsmenge e, die auf jeder der Platten sich befindet » ij • iS>; 

das Verhältnis — — — ist also, wie überhaupt für jeden Leiter, 

konstant und wird die Kapazität C genannt. Wir haben also 
'in unserm Falle: 

(37) Cr = j^ = i^- 

Die-Kapazv^ät ist also proportional der Fläche und umgekehrt 
proportional dem Abstände der beiden Platten. Nach der De- 
finition der Kapazität C = — ^ — , oder e =» (7 • (^^ — gpj)' ^^ 
bei gegebener Ladung die erzielte Potentialdifferenz um so kleiner, 
je größer die Kapazität ist, oder anders ausgedrückt: Um eine 
vorgeschriebene Potentialdifferenz zu erreichen, hat man desto 
mehr Elektrizitätsmengen notwendig, je größer die Kapazität ist. 
Diese Eigenschaft wird in der Praxis bei den Lejdener Flaschen 
und ähnlichen Apparaten benutzt. 

Es kann noch gezeigt werden, daß, wie man auch die Kon- 
stante B bestimmen mag, die charakteristischen Verhältnisse uh- 
geändert bleiben. Wir wollen daher jetzt B dadurch bestimmen, 
daß wir P^ an die Erde legen, deren Potential als Nullpotential 
betrachtet wird. Dann wird 9>a -= 0, also erhalten wii* statt 
Gleichung (36) die folgende: 

q> =^ 4,707] {d — a;) ; 
<Pi ergibt sich für a; == : 

gpj =» 4:7trid\ 

die Potentialdifferenz (p^ — gpg "" 9^i ^^ ^^^^» ^^® vorhin. Da 
die Ladungen unverändert geblieben sind, so ist auch die Kapa- 
zität unverändert, was zu beweisen war. 

Unsere Aufgabe ist also als gelöst zu bezeichnen hinsichtlich 
der Bestinunung des Potentialverlaufes; damit ist aber auch so- 
gleich ® gegeben. Da 9? nur von x abhängt, so ist S parallel 

der a; -Achse gerichtet; da ®^ = — 0^ , so ist nach Gleichung (36): 

Schaefer, MaxweUsche Theorie. 3 
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konstant im ganzen Zwischenräume und nach der Seite der -{-x- 
Achse gerichtet; auf jeden cm* senkrecht zu dieser Richtung 
kommen also @ « 4:m; Kraftlinien, die auf P^ heginnen und auf 
Pg endigen; sie sind parallel und äquidistant. Ein solches Feld 
heißt homogen. In der experimentellen Praxis liegt die Sache 
meistens so, daß nicht die Elektrizitätsmenge e gegeben ist, die 
auf jeder Kondensatorplatte sich befindet, sondern die Potential- 
diflferenz gPj — gPg . Dies ist z. B. der Fall, wenn die Kondensator- 
platten mit den Polen eines galvanischen Elementes verbunden 
werden. Dann gibt Gleichung (36 a) die auf dem Kondensator 
befindliche Elektrizitätsmenge. 

Es sei noch bemerkt, daß unsere Lösung streng genommen nur 
für unendlich große Platten Pj und Pg gilt; denn nur dann ist in 
Strenge 97 von y und z unabhängig. Bei endlichen Platten gilt 
unsere Ableitung merklich nur in der Mitte; gegen den Eand 
jedoch ist das Feld nicht mehr homogen, die Kraftlinien erleiden 
Verbiegungen usw. Man muß daher auch die Distanz d klein 
gegen S wählen. Die exakte Theorie des endlichen Konden- 
sators hat Kirchhoff geliefert. 

Ein zweiter Fall läßt sich in aller Strenge behandeln, der des 
Kugelkondensators. Derselbe besteht aus einer Metallkugel, 
die konzentrisch von einer zweiten Hohlkugel umgeben ist. JR^ sei 
der Radius der innern, E^ der äußern Kugel; B^—'R^=d der 
senkrechte Abstand. Die willkürliche Konstante des Potentials 
wollen wir hier gleich von vornherein so festlegen, daß (p^ auf 
der äußeren Kugel = wird, durch Ableiten zur Erde. Die Menge 
der Elektrizität auf der innern Kugel sei H-e^; dann ist sie auf 
der äußeren e^ = — e^ . Aus Symmetriegründen muß die Ladung 
sich gleichmäßig über die Kugel verteilen; daher ist: 

wenn ri^^ tj^ die Flächendichtigkeiten auf der innern resp. äußern 
Kugel sind. 

Das Potential zwischen den Kugeln kann nur von r abhängen. 
Transformiert man Jg) =^ unter Berücksichtigung dieses üm- 
standes auf Polarkoordinaten, so folgt: 

dr^ "^ r dr '^^ 
oder 
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Integriert folgt: 

(39) 1?-^, <P'-^+B. 

Gleichung (b) liefert: 

Beide Gleichungen liefern dasselbe Eesultat: 

(41) Ä^ — 4t7cri^R^ = + 4jri?8i2| e^^ + e^. 



(40) 



Die Konstante B ist festgelegt durch die Bestimmung ^ daß 
9)2 = sein soll; daher folgt aus (39) und (41): 

0-^,»A+5, d.h. *--|^- 

Also wird das Endresultat: 

(41a) ^=.J_^.e,(i-l). 

Daraus ergibt sich: 

Denmach ist die Kapazität: 



rAo^ r= *' =.. ^ _ ij,ü, 


iJ.Ä. 




d 


Ans (41a) folgt die elektrische Kraft: 




(41b) e--|^-?., 





d h. genau so, wie wenn die Ladung e^ im Kugelzentrum kon- 
zentriert wäre. Damit ist unsere Aufgabe gelöst. 

Hingewiesen sei noch auf den einfachen Fall, den man er- 
hält, falls Jßg » cx> wird. Dann ist die Kapazität der Kugel 
schlechthin: 
(43) C - i?i. 

8* 
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An diesem Beispiel erkennt man am leichtesten, was man 
natürlich auch allgemein zeigen kann, daß die Dimension der Ka* 
pazität eine Länge ist; also: 

[C] = [Z]; absolut gemesen: [C] abs. = [cm]. 

U. Homogenes Dielektrikum; wahre und freie Elek- 
trizität. Die bisher besprochenen Versuche, Überlegungen und 
Gleichungen beziehen sich lediglich auf den Fall, daß das eiek 
trische Feld im Äther existiert. Wir gehen jetzt über zur Unter- 
suchung der elektrischen Felder in homogenen Isolatoren. 

Vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie darf man von 
vornherein erwarten, daß das die elektrischen Ladungen um 
gebende Medium einen E influ ß auf das Feld haben werde, da ja die 
Vorgänge im Äther, dem Träger des Feldes, im Innern der Materie 
voraussichtlich von dieser beeinflußt werden. Die Art dieses Ein- 
flusses läßt sich natürlich nur experimentell feststellen. Knüpfen 
wir der Einfachheit halber wieder an- punktförmige Ladungen e^ 
und ^2 in der Entfernung r^j an. Faraday hat gefunden, daß 
die zwischen ihnen wirkende Kraft der Gleichung gehorcht: 

(44) -«X2 = 4-'^- 

Dabei ist e eine Zahl, die stets größer ist als 1 und die far jedes 
einzelne Medium einen bestimmten Wert hat, von einer Substanz 
zur andern aber ziemlich erheblichen Schwankungen unterliegt. 
Man nennt sie die Dielektrizitätskonstante. Dies Kesaltat 
gilt ganz allgemein für beliebige Felder. Hat ein im Vakuum be- 
stehendes Feld die Intensität ®, so würde in einem Medium von 
der Dielektrizitätskonstante e die Kraft desselben Feldes (£/«, d. h. 
auf den e^^ Teil herabgesunken sein. Natürlich kann man durch 
Messung der Kraftwirkung zwischen 2 Elektrizitätsmengen die 
Dielektrizitätskonstante nur für Gase und Flüssigkeiten bestimmen. 
Doch gilt das Gesetz auch für feste Körper, und wir werden bald 
Methoden kennen lernen, die zur Messung der Dielektrizitäts- 
konstante fester Körper dienen. Es verdient hervorgehoben zu 
werden, daß nach der Maxwe lisch en Theorie auch die Metalle eine 
„Dielektrizitätskonstante" besitzen, insofern alle in der Natur vor- 
kommenden Körper gleichzeitig Isolatoren und Leiter sind, natür- 
lich in den mannigfaltigsten Abstufungen. Es ist jedoch bisher nicht 
gelungen, dieselbe zu messen oder auch nur annähernd zu schätzen. 
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In der folgenden Tabelle sind die Dielektrizitätskonstanten 
für eine Eeüie von Stoffen mitgeteilt: 



Stoff 


s 


Stoff 


s 


Stoff 


s 


Schwefel 


3,5-4,1 


Amylalkohol 


16,0 


Luft 


1,0,69 


Paraffin 


2,3 


Ameisensäure 


62,0 


Wasserstoff 


1,0,264 


Schellack 


2,7-3,6 


Azeton 


21,85 


Kohlensäure 


1,0,946 


Kautschuk 


2,2—2,9 


Äthyläther 


4,25 


Kohlenoxyd 


1,0,690 


Crownglas 


9 


Wasser 


81 


Stickoxydul 


1,0,994 


Boratcrown 


5,5 


Petroleum 


1,92 


Sumpfgas 


1,0,944 


Silikatflint 


8,3 


Terpentin 
Rizinusöl 


2,23 

4,78 


Schweflige \ 
Säure 1 


1,00620 


Methylalkohol 


34 


Äthylalkohol 


25,8 


Benzol 


2,43 







Der in Gleichung (44) formulierte Einfluß der Materie auf 
den Äther ist also nach der Maxwell sehen Theorie ziemlich 
einfacher Art. Denn wenn man e « 1 setzt, so erhält man Glei- 
chung (l) für den reinen Äther. Man kann also sagen, daß 
der Äther in der Auffassung dieser Theorie ein Dielektrikum ist 
wie alle anderen, nur ausgezeichnet durch den speziellen Wert 
f = 1. Da man sich den Äther als Träger der Nahewirkungen 
nicht atomistisch strukturiert denken darf, sondern ihn als ein 
Kontinuum betrachten muß, so überträgt die Nahewirkungs- 
theorie implizite vermittelst Gleichung (44) diese Eigenschaft 
der Homogenität in den kleinsten Teilen auf die Ma- 
terie. Dies steht im Widerspruch mit den Grundanschauungen 
der Chemie und vielen anderen Erfahrungen, die nur durch die 
Annahme atomistischer Struktur der Materie erklärbar sind. Die 
entgegengesetzte Annahme der Maxwel Ischen Theorie kann daher 
nicht in aller Strenge richtig sein, sondern nur angenähert 
gelten. In welchem Maße die Annäherung zutrifft, kann natür- 
lich nur die Erfahrung ergeben, und da ist es denn außerordent- 
lich bemerkenswert, daß sie, solange wir auf rein elektrischem 
Gebiete bleiben, ausnahmslos hinreicht. 

Man erkennt sofort aus Gleichung (44), daß für ein von 
einem punktförmigen Pole herrührendes Feld Intensität und Po- 
tential folgende Form annehmen: 



(45) 



1 e 



9 = 



1 e 
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Dies gilt natürlich ganz allgemein, und man sieht, daß im 
Falle eines Dielektrikums die Größen eS und Bq> die nämliche 
Eolle spielen wie im Äther ® und <p selbst. 

Statt des Vektors £@ fuhrt man im Anschluß an Max well s 

Bezeichnungsweise den ihm völlig gleichwertigen Vektor ®= — 5 

ein, den man die „dielektrische Verschiebung" nennt. Der Name 
rührt her von folgender Vorstellung: Man denkt sich in jedem 
Volumteilchen des Dielektrikums gleichgroße Mengen positiver und 
negativer Elektrizität aufgehäuft und durch Kräfte festgehalten. 
Wirkt ein elektrisches Feld, so werden positive und negative 
Elektrizität ein wenig aus ihrer Ruhelage nach entgegengesetzten 
Seiten „verschoben", so daß an dem einen Ende des Volum- 
elementes ein Überschuß an positiver, am andern ein größerer 
Vorrat von negativer Elektrizität erscheint. Man nennt diesen 
Vorgang „Polarisation" des Dielektrikums; er entspricht genau 
der Deformation eines elastischen Mediums durch äußere lö-äfte; 
auch hier ist die Kraft proportional der Deformation (Hooke- 
sches Gesetz der Elastizitätslehre). Dem entspricht hier der Ansatz: 



€ 



(46) 35 = ^e. 

Unsere früheren' Entwicklungen und Sätze können wir nun 
nach diesen Vorbemerkungen ohne weiteres auf % und B(p^ die ja 
an die Stelle von (£ und cp treten, übertragen. 

Wir erhalten so den Gauß sehen Satz: 

(47) f%,dS = Se, 

der, auf Volumelemente mit räumlicher Dichtigkeit q resp. 
Flächenelemente mit Flächendichtigkeit ri angewendet, genau 
wie früher ergibt: 



(48) 






> c) 3)^^ = ri (für Leiteroberflächen). 

Da femer ® aus einem eindeutigen Potential 9? ableitbar ist, so 
folgt das Integralgesetz: 

(49) f^.ds = 
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und daraus die mit ihm gleichwertigen Beziehungen: 
(bO)\^^ dy dx-^^' dz dy'^^' dx dz^^ 

U) K-K 

Führt man in Gleichung (48a, b, c) @ ein, so ergibt sich, da e 
hier konstant ist 

^^ dx"^ dy"^ dz " b' 
(51) ^b) ©^^-(g^^.ip 

c) 6^ « — - an Leiteroberflächen, 

oder mit Einführung des Potentials tpi 



(52) 



a) Jq> — 

^)(l9.-(li).— -r 



Man kann also den Vektor (£ genau wie früher berechnen, nur 
muß man statt q und ri die Werte qJb und i^/« einführen. 

Zum Unterschiede von q undi^, den Dichtigkeiten der wahren 
Elektrizität, nennt man qJb und i^/f die Dichte der freien Elek- 
trizität. Diese letztere ist für den Vektor (£ und den Potential q> 
maßgebend. 

In einem homogenen Isolator wird man im allgemeinen, 
ebensowenig wie im Äther, Veranlassung haben, räumliche und 
flächenhafte Ladungen q und ti anzunehmen, sondern die Elektri- 
zität findet sich nur auf Metalloberflächen. Die Gleichungen 
(48 a, b), (51a, b) und (52 a, b) vereinfachen sich daher insofern, 
als ^ = 7^ = gesetzt werden darf; dagegen bleiben die (c) -Glei- 
chungen unverändert, die sich auf Metalloberflächen beziehen. 

Als Beispiel wollen wir wieder die Theorie des Plattenkon- 
densators entwickeln; der Raum zwischen den Platten sei an- 
gefüllt mit einem Medium von der Dielektrizitätskonstante £, die 
räumliche Dichte 9 = 0; Flächenladung vom Betrage 4* '^ sitzt 
auf Pj, — ri auf Pg; im Zwischenraum sind keine Flächen mit 
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Ladung Yorhanden; Potential und Feldstärke sowie die Ver- 
schiebung sind nur von x abhängig. Wir erhalten also wieder: 

X y =« 0, also qf =^ Äx +B. 
Zur Bestimmung von A bilden wir: 



Xdx/x^a 



A^ (nach Gleichung 52 c). 



B 



B bleibt willkürlich, solange wir keine Verfügung über das 
Potential, z. B. auf Pj treffen. Setzen wir nun fest, daß 9)^ •= 
sein soll, indem Pj zur Erde abgeleitet wird, so wird: 

also: 

(53) ^ = _ip^ + lpd. 

Die Feldstärke ist also: 

die Verschiebung ^ =» i^ ; beide sind parallel der a;-Achse gerichtet. 
Auf Pj nimmt tp den Wert an: 

9i =* — — ; 

also ist die Kapazität: 

(54) c=-^^ = /^- 
^ ^ 9j — (jpg 4 jr a 

Der Vergleich mit Gleichung (27) für die Kapazität desselben 
Kondensators im Vakuum ergibt, diiß durch Anfällen mit dem 
Medium von der Di^ektrizitätskonstante b die Kapazität sich mit 
e multipliziert hat. Dies Resultat gilt allgemein, wie sich leicht 
aus folgender Überlegung ergibt. Ein Konduktor habe im Va- 
kuum die Ladung f^, das Potential 9)^, die Kapazität (7o « -^ • 

Umgeben wir den Konduktor mit einem Dielektrikum der Dielek 
trizitätskonstante e, so kommt für die Berechnung des Potei 

tials statt der wahren Elektrizität die freie — in Betrachi 

B 

Wir haben also 97 » tpjs'^ da die Ladung dieselbe bleibt, so is 
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die Kapazität: 

was zu beweisen war. 

Bei dieser Stelle möge noch auf folgenden Punkt aufmerksam 
gemacht werden. Werden zwei Körper mit den Ladungen e^ und 
e^ in ein Mediiun von der Dielektrizitätskonstante e getaucht, sd 
reduziert sich die Kraft nach Gleichung (44) auf den b^^ Teil. 
Das gilt jedoch nur dann, falls die wahren Ladungen e^ und 
fj im Vakuum und im Isolator dieselben bleiben. Sehr häufig 
jedoch ist es bequemer, statt der Ladungen die Potentiale der 
beiden Körper konstant zu halten, indem man sie etwa mit den 
Polen einer Batterie verbindet. Dadurch verändern sich aber die 
Ladungen. Hatten die Körper vorher die Ladungen e^ und c^, 
so haben sie nachher die Elektrizitätsmengen ee^ und se^. Denn 
dann sind im Äther und im Isolator die Potentiale identisch. 
Wendet man auf diese neuen Ladungen die Gleichung (44) an, 
so folgt: 



H2 



r" 



d. h. bei konstanten Potentialen vergrößert sich die Kraft im 
Verhältnis s : 1 beim Eintauchen in ein Dielektrikum. . 

12. Inhomogenes Dielektrikum. Die Verhältnisse liegen 
natürlich bedeutend komplizierter, wenn das Dielektrikum nicht 
homogen ist, d. h. falls die Dielektrizitätskonstante von Punkt zu 
Punkt stetig variiert oder auch an gewissen Stellen Sprünge 
macht. Letzteres ist der Fall, wenn das Feld aus verschiedenen, 
aneinanderstoßenden Medien besteht: In den Grenzflächen finden 
dann die Sprünge statt. 

Was wir bereits in der vorigen Nummer erwähnten, gilt auch 
hier: An Stelle des Vektors ® tritt der Vektor der Verschiebung 

s 
2) = — ®. Aber hier liegt die Komplikation vor, daß s nicht 

konstant, sondern variabel ist. Trotzdem können wir einige 
Formeln der vorigen Nummer ohne Änderung anwenden, nämlich 
Gleichung (47) und (48 a — c). Denn wir haben sie dort mit Ab- 
sicht so allgemein formuliert, daß auch der Fall der variablen Di- 
elektrizitätskonstante darunter einbegriffen ist. In den Gleichimgen 
(48 a) bis (48c) ist der Gaußsche Satz angewendet auf Volum- 
und Flächenelemente, welche wahre Ladung tragen. Wenden wir 
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ihn jetzt an auf ein Flächenelement einer Grenzschicht zwischen 
zwei Medien i^ und e^j so folgt, wenn die Normale, wie immer, 
Tom Medium 2 nach dem Medium 1 weist: 

(55) I., - X^ « 0, 

d. h. die Normalkomponente der Verschiebung durchsetzt die 
Trennungsfläche stetig. 

Drücken wir X durch S aus, so wird aus Gleichung (55): 

v55 a) £j 6«, — fjg^ « 0, 

d.h. die Normalkomponente der Feldstarke erleidet einen Sprung 
an der Grenzfläche. Die Größe dieses Sprunges ist gleich @«^^ ^„^t 
also nach (55 a): 

(55b) e. - «^ - e., (i _ ^) - ^(., - ,,). 

Frfiher haben wir nun bewiesen, daß im homogenen Felde, 
z. B. im Äther, die Normalkomponente Yon S einen Sprung er- 
leidet beim Hindurchtritt durch eine mit wahrer Ladung belegte 
Fläche, und zwar einen Sprung von der Größe 4:7t rj (siehe 
Gleichung (13)). Die Grenzfläche zweier Medien yerhält sich also 
wie eine geladene Fläche im homogenen Medium. Nach (55b) 
berechnet sich die Dichte ai dieser scheinbaren Ladung zu: 



(56) 



a, 



K-K^-^ih-h)-^'*'^- 



Diese Ladung ist natürlich keine wahre, sondern freie Elek- 
trizität. 

Ebenso wie die Trennungsflächen der Sitz freier Ladungen 
werden, so ist dies auch mit den Stellen der Fall, wo s mit dem 
Orte variiert. Denn wenn wir keine wahre räumliche Ladung 
haben (^ — 0), so gilt nach Gleichung (48 a): 

oder, wenn wir ® durch S ausdrücken: 



oder: 



(57) 





Ä('^ + Ä 


(*r) + 


d 

dl 


(.Z) 


-0, 


dX 
dx 


.dY.dZ 

+ ay + dz " 




+ 




L'^ 
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Da im homogenen Medium die linke Seite von (57) gleich 
4:TCQ ist, so wirken also Stellen variabler Dielektrizitätskonstante, 
als ob sie geladen wären. Die Raumdichte q' dieser freien 
Ladung ist nach (57): 

xI^ + yI^ + zI' 

(57a) ,'= ^ Jf '' ■ 

Die übrigen hier geltenden Gleichungen erhalten wir, wenn 
wir von der Erfahrungstatsache ausgehen, daß @ auch im inhomo- 
genen Felde von einem eindeutigen skalaren Potential 9? ableitbar 
ist. Dies bedeutet nichts anderes, wie wir früher ausführlich be- 
wiesen haben, als daß das Integral: 



f(&,ds = 



ist, erstreckt über eine geschlossene Kurve. Mit diesem Integral- 
gesetz sind wie früher die Beziehungen gleichwertig: 

dy dx^^' dz dy^^' dx dz "' 

Für das Potential selbst kommen natürlich nicht die wahren, 
sondern nur die freien Ladungen in Betracht. Dazu gehören ins- 
besondere auch die in Gleichung (56) und (57 a) auftretenden 
freien Ladungen an Stellen variabler Dielektrizitätskonstanten. 

Durch diese Gleichungen ist nun das Feld vollkommen be- 
stimmt. Es ist, wie man sieht, ebenso wie im reinen Äther, ein 
Wirbel freies Quellen feld; der einzige Unterschied besteht 
darin, daß die Quellen des Vektors (£ nicht die wahren, sondern 
die freien Ladungen sind. Dagegen sind die Quellen des Vektors 
®, wie der Gaußsche Satz in Gleichung (47) zeigt, die wahren 
Ladungen. 

Als Beispiel wollen wir wieder den Fall des Plattenkonden- 
sators nehmen. Zwischen den Metallplatten, deren Entfernung 
wieder gleich d sei, befindet sich ein Dielektrikum von variabler 
Dielektrizitätskonstante. Der Einfachheit halber nehmen wir an, 
daß dieselbe nur von der a;- Koordinate abhängig ist, und setzen 
daher etwa £ « eQ -f- aa;, wo a eine Konstante bedeutet. Experimentell 
ist dieser Fall etwa so zu realisieren, daß man die eine Platte des 
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Kondensators auf hoher, die andere auf niedriger Temperatur 
hält. Da die Dielektrizitätskonstante in erster Annäherung linear 
von der Temperatur abhängig ist, sind, wenn die Temperatur- 
verteilung stationär geworden ist, die Bedingungen unseres Problems 
erftillt. 

Wahre elektrische Ladung von der Dichte + rj befindet sich 
auf P^j —ri auf Pg ; räumlich verteilte wahre Ladungen existieren 
nicht. Dagegen ist die Dichte od der freien Ladung von ver- 

schieden, da ^ «« a von verschieden ist. Wir werden also 

nach Gleichung (57a) ansetzen: 

s 

da (S offenbar aus Symmetriegründen parallel der :r- Achse, also 
an Stelle von X in Gleichung (57 a) zu setzen ist. 

Nun zeigt sich aber eine eigentümliche Schwierigkeit, welche 
dieses und überhaupt die Probleme in inhomogenen Isolatoren 
bieten: Die räumliche Dichte der freien Ladung ist nicht bekannt, 
denn sie setzt bereits die Kenntnis des Feldes, d. h. des Vektors (S, 
voraus. 

Wir können indessen hier auf anderem Wege zum Ziele kommen. 
Wir gehen aus von Gleichung (48 a), in der (> = zu setzen ist. 
Also: 

weil das Feld von p und z nicht abhängt. Also ist: 

% = ^. 

Nun ist aber nach (48c) ^„ — i? an den Plattenoberflächen; 
für Pj ergibt dies: ^j. = ^; also ist -4 = iy; mithin: 

(58) S) = A@==,,. «_*'»l_ 4*1 



4 TT " s SQ-\-ax 

Aus dieser Gleichung können wir nun das Potential berechnen, 
indem wir setzen: 

dtp ^ 47rr] 



(58 a) 



dx fo + aoj' 
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oder: 

(59) q> 4jri?J ^-^^-~^log(£o + aa;) + Kon8t. 

Die Konstante bestimmen wir wieder durch die Vorschrift, daß 
auf Pj : tp =• q>^ =s sein soll, also: 

^^ « = - ^ log (fo + ad) + Konst. 

Folglich ist das Potential 

Auf Pj gewinnt q> den Wert: 

Die Kapazität ist also: 

„ TlS Sa 



(61) 



'^'~'^* 4«l"-/'i-L?^'^ 



■'»'('+V) 



Wenn wir hierin a = setzen, so muß unsere Formel übergehen 
in die Formel (54) für die Kapazität im Falle konstanter Di- 
elettrizitätskonstate. Tun wir dies, so folgt der Wert 0:0. Nach 
bekannter Weise bestimmen wir den Wert dieses Bruches, indem 
wir Zähler und Nenner nach a differentiieren und in dem Bruch 

der Differentialquotienten a = setzen. Wir erhalten dann j — ^ , 

also genau den Wert, der sich aus Gleichung (54) ergeben muß. 
Nachdem wir das Feld jetzt kennen, können wir natürlich 
auch den vorhin aufgegebenen Weg wieder beschreiten, nämlich 
die Gleichung: 

d*<p ^ . , __ @tt _ 

dx* ^ Sq -^ ax 

zu integrieren. Setzen wir hier aus (58) den Wert von ® ein, so 
folgt: 



Iso: 



dx* {s. + axy • 

|^^^_A-A. + Konst. 

dx SQ--^ax ' 
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Es läßt sich leicht zeigen, daß die Integrationskonstante =0 
sein muß, so daß wir haben: 

dx BQ-^ax 

Das ist aber genau dieselbe Gleichung, die wir im Verfolg 
der ersten Rechnung erhielten, nämlich (58a). 

Als zweites Beispiel wollen wir den Fall nehmen, daß der 

Kondensator zur Hälfte mit einem 
Medium e^, zur anderen Hälfte mit 
einer Substanz b^ erfüllt seL 

Hier liegen dann folgende Ver- 
^j^ hältnisse vor: Wahre Flächenladung 
+ 1?, — ri auf Pj und Pg; dement- 
sprechend freie Ladungen vom Be- 

77 77 

trage — , . Endlich sitzt noch 

Fig. 10. freie Ladung co an der Grenzschicht. 

Wir schließen die Rechnung 
wieder an den im ganzen Zwischenräume stetigen Vektor 2) an. 
Wir haben: 

Da für a; — 0, 1), — tj sein muß, so folgt: 



# 


Ol 


? 


f, 


^2 


-^ 



o§er: 

oder: 
(62) 



49r 



-:n^=^-^ 



4äi] 



®,= 



^nri 



Man erkennt sofort, daß (B„^ — @^^ 4= an der Grenzfläche ist 
Da die Normale von 2 nach 1 weisen soll, so ist an der Grenz- 
fläche zu setzen: 



Also ist CO bestimmt durch: 



®« 



«1 



47tG), 
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Setzt man hier die Werte nach (62) ein, so folgt: 

47ra) = = 47tri -. 

also die Flächendichte der freien Ladung: 

Aus (62) läßt sich auch einfach das Potential berechnen; nennen 
wir dasselbe q/ im Medium f^, (p'' im Medium e^^ so ist: 

^nri ~ d(p' ^ dtp*' ^nri 

— va:^ -^-, ^ar^ _______ . 

Durch einfache Quadratur folgt: 

/ ^Tiri . . n 4:7171 I T» 

Für ir = — in der Grenzschicht muß (p' == qo" werden ; femef 

soll wieder auit P^ (d. h. für x = d) fp" = qpj = sein. Das 
Hefert die Gleichungen: 



=« -'"-^^ + B, 
also: 

Daraus folgt: 

,._-*j|.%+2,„.(i+i-), 

(63) ,"__'^(,_J), 
auf Pj wird: 

also ist die Kapazität: 

(64) c7=-^^ = r--^^-,. 
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Für fj «= s^ ergibt sich daraus für C der Wert: j—^ 
Stimmung mit Gleichung (54). 

18. Energie des elektrostatiftohen Feldes. Wenn ein 
elektrostatisches Feld einmal erregt ist, so bedarf es keiner äußeren 
Energiezufuhr, um erhalten zu bleiben; ebensowenig gibt es fort- 
während Energie nach außen ab. Aber es repräsentiert einen 
bestimmten Energie vorrat, der in ihm aufgespeichert ist. 

Vom Standpunkte der Fernwirkungstheorie kann die Energie, 
da ja das Medium in ihr keine Bolle spielt^ nur an den Stellen 
lokalisiert sein, wo die elektrischen Ladungen sitzen. Umgekehrt 
wird die Nahwirkungstheorie, die ja einen elektrischen Spannungs- 
zustand im Medium behauptet, den Sitz der Energie gerade im 
Dielektrikum suchen. 

Wir beschäftigen uns hier nur mit dem Energieansatz der 
letzteren. 

Wir haben uns bereits in Nr. 11 zur Erläuterung des Be- 
griflfes der „Verschiebung" eines Bildes bedient, welches uns 
auch jetzt gute Dienste leisten wird. Danach wird durch die elek- 
trische Kraft ffi eine Verschiebung von positiver und negativer 
Elektrizität in jedem Volumelement hervorgebracht, die gleich 

^ = — @ gesetzt wird. Im Isolator werden nun die Elektrizitäten 

durch Kräfte festgehalten; es wirkt also der Verschiebung eine 
Kraft entgegen; es wird folglich bei einer Verschiebung von der Feld- 
stärke ffi Arbeit geleistet. Die bei einer unendlich kleinen Ver- 
schiebung d^ geleistete Arbeit ist dann pro Volumeinheit: 

(65) dÄ=(Sd^=^^(Sd(B, 

Daraus ergibt sich für eine endliche Verschiebung der Wert: 

3) 

^ = ±- Tg,?® = -L (J2 = i. ffij). 


Diese Arbeit bleibt als potentielle Energie im Felde pro Volum- 
einheit aufgespeichert; man erhält also für die im ganzen Felde 
vorhandene Energie: 

(66) E = ^/^e^rfr = 1 J®5)dr, 
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.•wobei das Integral über das ganze Feld zu erstrecken ist. Dieser 
Energieausdruck hat sich in der Tat in all seinen Konsequenzen 
,l)ewährt. Es mag hier noch bemerkt werden, daß der Wert, den 
4ie Fern Wirkungstheorie dafür ergibt, zwar eine völlig abweichende 
^Gestalt hat, was nach dem oben Gesagten selbstverständlich ist; 
-raber man kann durch eine mathematische Umformung den einen 
Ausdruck in den andern überführen. 

Einfache Fälle, in denen die Energie des Feldes leicht zu be- 
rechnen ist, bilden die Plattenkondensatoren, deren Theorie wir in 
den vorhergehenden Nummern auseinandergesetzt haben; es mag 
dem Leser überlassen bleiben, sich die dort gemachten Angaben 
durch Berechnung der Energie noch zu vervollständigen. 

Hier wollen wir noch einen ganz einfachen Fall behandeln, 
nämlich die Energie eines Kugelkondensators, und zwar in dem 
! speziellen Falle, daß der Radius der äußeren Hohlkugel, den wir in 
Nr. 10 mit JRg bezeichnet haben, unendlich groß ist. Nach Gleichung 
(41b) ist die elektrische Kraft im Außenraum der ersten Kugel 

6=-Y, wenn e^ die Gesamtladung, r die Entfernung des be- 
trachteten Punktes (flj, y, z) vom Kugelzentrum bedeutet; da der 
Außenraum das Vakuum sein soll, ist b gleich 1 zu setzen. Dann 
ist die Energie des Systems nach (66): 



StcJ r*' 



wobei das Integral über den Außenraum zu erstrecken ist; der 
Innenraum kommt nicht in Betracht, da dort das Feld gleich ist. 
Führen wir ein Polarkoordinatensystem ein (r, qo, ^), dessen 
Zentrum im Kugelmittelpunkt liegt, so ist bekanntlich: 

dt = r^dr^m^d^d(p\ 

die Integration über r ist zu erstrecken von B^ (Kugelradius) 
bis <X), über «^ von biss^ 7t, über q> von bis 27t. Also ist: 

CO 7t 27t 

-p — — r r r ^1* dr sin »dd'd (p _ e^* 

/?i 

Da nun nach Gleichung (41a) und (43) das Potential 9^ = "p~ 

Schaefer, MaxweUsche Theorie. 4 
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und die Kapazität C '^ B^ ist, so erkennt man, daß die Energie 
in diesem Falle: 



(G7) 



E=^ 



2X 



2 ^^ ^ 



2 "1 



^i9> 



ist. In dieser letzteren Gleichung hat die Energie nun eine solche 
Form, wie sie der Auffassung der Femwirkungstheorie entspracht. 
Denn es kommen im Ausdruck derselben nur vor die Ladung, das 
Potential und die Kapazität des geladenen Körpers. In der Tat 
ist ja dieser Wert der Energie für einen geladenen Konduktor 
aus den Elementen bekannt. 

Dieses spezielle Beispiel erhärtet also unsere obige allgemeine 
Behauptung, wonach Nah- und Femwirkungstheorie die Energie 
des elektrostatischen Feldes zwar in verschiedener Form, aber von 
gleichem Betrage ergeben. 



Kapitel IL 
Magnetostatik. 

14. Grundtatsachen und Bezeichnungen. Schon im Alter- 
tum war die Tatsache bekannt, daß gewisse Eisenerze, die in der 
Nähe der kleinasiatischen Stadt Magnesia gefunden wurdeo, die 
Fähigkeit besitzen, andere Eisenteilchen anzuziehen und festzuhalten. 
Man hat diese Eisenerze nach ihrem Fundort Magneteisensteine 
genannt und hat in der Neuzeit unter dem Namen „Magnetismus" 
das ganze Gebiet dieser Erscheinungen zusammengefaßt. 

Eine systematische Bearbeitung der Phänomene war erst mög- 
lich, nachdem man erkannt hatte, daß Stahlstücke, die mit einem 
Magneteisenstein in Kontakt gewesen sind, nach der Trennung 
ebenfalls die Eigenschaften der natürlichen Magnete annehmen 
und beibehalten. 

Denken wir uns einen gegen seine Dicke sehr langen Stahl- 
stab oder -Draht in diesen Zustand gebracht, so nennen wir ihn 
magnetisiert. Man erkennt dies daran, daß man ihn in feines 
Eisenpulver hineinbringt. Beim Zurückziehen aus dem Eisen- 
feilicht bleiben große Mengen davon an zwei bestimmten Stellen 
des Stabes hängen. Diese Stellen liegen ungefähr um Y^g der 
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Stablänge von den Enden entfernt und werden Pole genannt 
Von ihnen scheinen die Eraftwirkungen auszugehen. 

Hat man zwei völlig gleiche und gleichartig behandelte Stahl- 
stäbe, so kann man auch zwischen ihnen, oder, nach dem Vorher- 
gehenden, zwischen ihren Polen Eraftwirkungen beobachten. Be- 
zeichnen wir die Pole durch die Buchstaben o^, a^ für den ersten, 
und &^, &2 föf den zweiten Stabmagneten, so findet man folgendes: 

1. a^ stößt fej mit einer bestimmten Eraft ab; 

2. a^ zieht h^ mit der nämlichen Eraft an; 

3. Oj stößt &2 ^^ d^^ nämlichen Erafb ab; 

4. »2 zieht b^ mit der nämlichen Eraft an. 

Wir werden so dazu geführt, ebenso wie in der Elektrostatik, 
zwei verschiedene Arten von Magnetisierung anzunehmen, 
die einander polar entgegengesetzt und auf jedem Magneten in 
gleicher Stärke vorhanden sind. 

Macht man den Versuch, die beiden Arten der Magnetisierung 
zu trennen, indem man den Magnetstab in der Mitte zwischen den 
Polen zerbricht, so mißlingt dieses Experiment. Denn die beiden 
Hälften zeigen nunmehr jeder wieder zwei Pole, von denen die 
gleiche Eraftwirkung wie von dem ursprünglichen ausgeht. Man 
kann diesen Versuch so lange fortsetzen, wie man will, immer zeigt 
sich das nämliche Eesultat. Man wird auf diese Weise zu der 
Vorstellung geführt, daß selbst in den kleinsten Magneten d. h. 
in den Volumelementen eines solchen noch dasselbe stattfindet. 

In ähnlicher Weise wie in der Elektrostatik suchte man sich 
von den Kraft Wirkungen und ihren polaren Unterschieden dadurch 
Rechenschaft zu geben, daß man die Kräfte als Wirkungen zweier 
imponderabler Fluida ansah, denen man den Namen „Magnetis- 
men" gegeben hat. Man unterscheidet demgemäß positiven und 
negativen Magnetismus und kann dann sagen, daß in jedem Mag- 
neten, möge er noch so klein sein, gleiche und entgegengesetzte 
Quanta von Magnetismus vorhanden sind. Und zwar gilt dies 
nicht nur für den Magneten als Ganzes, sondern für ein beliebiges 
Volumelement desselben. Dies ist kein Widerspruch gegen die 
Annahme zweier an den Enden liegenden Pole; denn dies besagt 
nicht, daß zwischen den Polen keine Mengen von Magnetismus 
vorhanden sind, sondern nur, daß der Magnet so wirkt, als ob 
nur in den Polen solcher vorhanden wäre. Im folgenden werden 

4* 
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wir der Einfachheit halber stets einen Magneten durch seine 2 Pole, 
die wir gelegentlich auch als punktförmig betrachten werden, er- 
setzen. Dies ist zwar für beliebige Formen eines Magneten nicht 
statthaft, doch werden wir nur solche voraussetzen, bei denen 
dieses Vorfahren erlaubt ist. Bezeichnen wir daher mit m und w' 
die in den Polen eines Magneten befindlichen Mengen Magnetismus, 
so erhalten wir ein erstes Erfahrungsgesetz in der Form: 

(68) m + m=ö. 

In der Ausdrucksweise der Fluidumshypothese können wir ferner 
bereits ein qualitatives Gesetz über die Kraftwirkungen aufstellen: 
„Gleichnamige Pole stoßen sich ab, ungleichnamige 
ziehen sich an." 

Bei diesen, schon auf den ersten Blick auffallenden Analogien 
zur Elektrostatik liegt die Frage nahe, ob es Leiter des Magne- 
tismus gebe; die Erfahrung lehrt jedoch, daß diese Frage zu ver- 
neinen ist: Es gibt nur Nichtleiter des Magnetismus; dieser 
haftet an den magnetisierbaren Substanzen wie die Elektrizität 
auf den Isolatoren. 

Erwähnt sei noch folgender, prinzipiell zwar unwichtige Punkt, 
der sich auf die Nomenklatur bezieht. Hängt man einen Magnet- 
stab um eine vertikale Achse drehbar auf, so stellt er sich un- 
gefähr in die Nordsüdrichtung ein. Man nennt den nach Norden 
zeigenden Pol den Nordpol und den andern den Südpol. Man 
sagt dann, im ersteren sei Nord- oder positiver Magnetismus, im 
letzteren Süd- oder negativer Magnetismus angehäuft. Die Tat- 
sache, daß ein Magnet sich in die Nord- Südrichtung einstellt, er- 
klärt sich durch den Umstand, daß die Erde selbst ein Magnet 
ist, welcher Nordmagnetismus auf der südlichen, Südmagnetismus 
auf der nördlichen Halbkugel besitzt. 

Die Untersuchung der von ruhenden permanenten Magneten 
ausgeübten Kraftwirkungen bildet die Aufgabe der Magneto- 
statik. 

15. CoTÜombsches Gesetz. Wir wenden uns nun zu der 
Aufgabe, das quantitative Gesetz der Kraftwirkung zwischen zwei 
Magnetpolen zu bestimmen. Dabei stößt man auf eine eigentüm- 
liche Schwierigkeit. Es läßt sich natürlich die Kraft zwischen 
den beiden Polen desselben Magneten nicht messen, weil sie starr 
verbunden sind. Man muß also zwei Magnete nehmen mit vier 
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Polen und erhält so kompliziertere Verhältnisse, wie sie in der 
Elektrostatik vorliegen. Man bemerkt indessen sofort, daß die 
Kräfte zwischen je zwei Polen um so schwächer werden, je größer 
die Entfernung zwischen ihnen ist. Nimmt man daher zu dem 
Versuche sehr lange Stahlstäbe, so sind deren zweite Pole sehr 
weit voneinander und den beiden zu untersuchenden Polen ent- 
fernt, und man kann sich so in beliebiger Annäherung den ein- 
fachen Fall zweier Pole herstellen; Coulomb selbst ist so ver- 
fahren und fand, daß die Kraft ® umgekehrt proportional dem 
dem Quadrate der Entfernung sei. Gauß hat dies durch Messungen 
von höchster Genauigkeit bestätigt; also, wenn t\^ die Entfernung 
der beiden Pole bedeutet, so ist: 



(69) 



ttjg 



durch die nämlichen Überlegungen und Versuche, wie wir sie in 
Nr. 3 besprochen haben, läßt sich zeigen, daß a^^ als Produkt von 
der Form f-m^m^ darstellbar ist, wo f ein universeller Faktor ist, 
i»j nur von dem magnetischen Zustande des Poles 1, m^ nur von 
dem dem Poles 2 herrührt. Man nennt m^ und m^ die Mengen 
des in den Polen 1 und 2 enthaltenen Magnetismus. 

Zu einem Maße für die Menge des Magnetismus gelaugt man 
auch hier nur durch eine willkürliche Festsetzung der Konstanten /*. 
Nach Gauß setzen wir sie wieder gleich 1 und erhalten dann das 
Coulomb sehe Gesetz in der Form: 



(70) 



ta,& = 



Wenn wir, wie immer, abstoßende Kräfte als positiv, anziehende 
als negativ rechnen, so gibt (70) gleichzeitig das Vorzeichen 
richtig an». 

Stellt man sich durch Probieren zwei gleich starke Pole m 
her, so hat man nach (70): 



m = 



")/Kräft. 



i. h. m ist auf die Messung einer Kraft und einer Länge zurück- 
geführt. Die Dimension findet man zu: 
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Q absolaten Maßsystem: 

Wabs =- [gr*'*cm'/*sec""^] . 

s Einheit der Menge Magnetismus ist also diejenige zu be- 

m, die auf eine gleich große im Abstände von 1 cm die 

^on einer Dyne ausübt. 

s Maßsystem, welches durch die Festsetzung /*= 1 geschaffen 

leißt das magnetische oder auch^ aus später erkennbaren 

m, das elektromagnetische Maßsystem. 

, wir uns auch hier auf den Standpunkt der Nahewirkungs- 

stellen, so nehmen wir demgemäß wieder ein Medium an, 
L ein besonderer Spannungszustand durch die magnetischen 

erzeugt wird. Als dieses Medium betrachten wir denselben 
der auch zur Vermittlung der elektrischen Wirkungen dient, 
iderspruch kann dadurch nicht entstehen. Wir legen dem 
nur noch eine zweite Funktion bei. 

r Spannungszustand an jeder Stelle des Raumes wird in 
en AVeise gemessen wie der Vektor der elektrischen Kraft, 
lessen die Kraftwirkung auf eine sehr kleine Menge Magne- 
m und definieren einen Vektor § durch die Gleichung: 

ß = lim — , 

1 kurzer, wenn auch nicht ganz exakter Ausdrucks weise: 
gleich der Kraft, die auf einen positiven Einheits- 
isgeübt wird. Man nennt § die magnetische Feldstärke 
eldintensität, oder endlich kurz die magnetische Kraft. Die 
sion derselben ergibt sich aus der Erwägung, daß nach (7 1) : 



o: 



[§ .n»] - [Kraft] = [MLI"^'] 



n Vektor ^ haben wir nun, ebenso wie früher für den 

@, Nahewirkungsgesetze aufzustellen. 
, Das magnetische Feld im Äther. Der Einfachheit 

wenden wir uns zunächst zur Untersuchung des Feldes, 
s durch punktförmige Pole hervorgerufen wird, obwohl 
Fall ebensowenig exakt realisiert werden kann wie der 
jchende in der Elektrostatik. 
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Da nun das Coulomb sehe Gesetz auch hier gilt, so können 
wir unsere Entwicklungen einfach hier übertragen. Haben wir 
ein Magnetfeld, das von n punktförmigen Polen hervorgerufen 
wird, so finden wir die Feldstärke des resultierenden Feldes, indem 
wir die von den Teilfeldem herrührenden Feldstärken ©i , ©2, • . •, ©„ 
in ihre Komponenten parallel den Koordinatenachsen zerlegen und 
diese addieren. Die Komponenten der Feldstärke ^;i seien X^,-3f;i,^^. 
Dann haben wir wie früher: 

Benutzen wir im übrigen die nämlichen Bezeichnungen wie in 
Nr. 5, so können wir L^ M, N stets in die Form bringen: 

n 

1 * 

(72) { M-;^^iiy-y,), 

1 ^ 

^ 1 ^ 

wenn Wj^ die „Polstärken" sind, denen in der Elektrostatik die 
Elektrizitätsmengen entsprechen. Durch Differentiation von L 
nach ar, M nach y, N nach z in (72) erhalten wir so das Nahe- 
wirkungsgesetz : 

welches überall mit Ausnahme der Pole gilt; in diesen wird, 
infolge unserer vereinfachenden Annahme der Punktformigkeit, das 
Feld unendlich groß. Wir schließen daher diese Stellen des Feldes 
von unserer Untersuchung aus. 

Es ergibt sich aus (72), wie früher, daß ein magnetisches 
Potential g> existiert, das die Form hat: 



(74a) 



-2? 
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9) ist eine eindeutige Funktion der Koordinaten und, wenn wir 
die Annahme der Punktförmigkeit der Pole fallen lassen, d. h. 

m — I Qdr oder m ^jrjdS setzen, auch überall endlich und 

stetig. Daraus folgt weiter, genau wie in der Elektrostatik, das 
Bestehen des Integralgesetzes: 



(74b) f^^ds^O 





und der damit gleichwertigen Beziehungen: 

dy dz "* cz ex ' dx dy 

2 

Das Integral / ^, ds nennt man auch die „Magnetomotorische 

Kraft". ' 

Gleichung (74 b) auf ein Flächenelement angewendet, welches 
eine Flächendichtigkeit des Magnetismus r\ besitzt, ergibt: 

(75) $, = ^,., 

d. h. die tangentiellen Komponenten der magnetischen 
Kraft sind stetig. 

Es gilt femer der Gaußsche Satz: 

(76) f^^dS^^nZm, 

und dieser liefert, auf Volum- resp. Flächenelemente angewendet: 

(77b) SQnl-^n2-^^n. 

wenn q und rj die Raum- resp. Flächendichtigkeit des Magne- 
tismus bedeuten. Gleichung (77 a) ist demnach die Ergänzung 
von (73) für die vorher als punktförmig betrachteten Pole. Sind 
die magnetischen Mengen ihrem Betrage und ihrer geometrischen 
-A^nordnung nach gegeben, so ist durch die obigen Gleichungen 
das Magnetfeld eindeutig bestimmt. 

17. Das magnetische Feld in magnetisierbareu Medien c 
Untersucht man die zwischen zwei punktförmigen Polen wirkenden 
Kräfte, wenn der Zwischenraum mit einer materiellen Substanz 
ausgefüllt ist, so findet man andere Werte für dieselben wie im 
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reinen Äther. Und zwar hat Faraday gezeigt, daß die Kraft 
sich dann darstellen läßt in der Form: 



(78) 



ft, 



a, b ' 



Die Größe (i ist dabei, ebenso wie die Dielektrizitätskonstante, eine 
Körperkonstante, die von Medinhi zu Medium variiert. In ihr 
drückt sich der Einfluß der Materie auf den Äther aus; dieser ist 
nach (78) und (70) durch den speziellen Wert fi=^ 1 charakteri- 
siert. Die folgende Tabelle gibt Aufschluß über die Werte von (i 
für einige Körper: 



Material 


f* 


Wismuth 


1 — 17,6 


• 10-*^ 


Gold 


1- 3,5 


. 10-« 


Quecksilber 


1- 2,5 


10-* 


Silber 


1- 2,1 


10-» 


Kupfer 


1— 1,26 


.10-» 


Zink 


1- 1,0 


10-* 


Wasser 


1— 0,35 

1 


10-* 


Vakuum 





Luft (1 Atm.) . . . 
Sauerstoff (1 Atm.) 

Platin 

Palladium . . 

Eisen 

Nickel 

Kobalt 



1+ 0,03. 10-* 
1+ 0,15 10-* 
1 + 31,4 10-* 
l-i- 69,1 10-* 

sehr groß, 
variabel. 



Man nennt infolge des Parallelismus zur Dielektrizitätskon- 
stante fi die Magnetisierungskonstante oder die Permea- 
bilität. 

Indessen zeigt ein Blick auf die Tabelle, daß die Analogie 
keine vollkommene ist, denn es gibt Substanzen, für die ft < 1 
ist. Femer haben mehrere Substanzen Eisen, Nickel, Kobalt (und 
einige Legierungen, die in der Tabelle fehlen) ganz abnorm große 
Werte der Permeabilität. Man teilt demgemäß die Körper in drei 
Klasseh ein: 

1. ^ < 1 : Diamagnetische Körper. 

2. fi '^ 1 (klein): Paramagnetische Körper. 

3. fi> 1 (sehr groß): Ferromagnetische Körper. 
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)ei den drei letzten Substanzen der Tabelle kommt noch die 
aalie hinzu, daß (i gar keine Konstante, sondern eine Funktion 
i'eldstärke ist; aus diesem Grunde konnte in der Tabelle kein 
; von ^ für sie angegeben werden. Eine weitere Abweichung 
erhaltung dieser Substanzen von dem der para- und dia- 
letischen werden wir weiter unten kennen lernen. 

ilbenso wie wir in der Elektrostatik den neuen Vektor ® = i— @ 

in 

hrten, müssen wir jetzt einen Vektor: 

hren; wir nennen ihn die „temporäre magnetische Induktion" 
„magnetische Induktion" schlechthin. Konsequenter 

es, auch hier die Größe — ^, die als „magnetische Ver- 

bung" zu bezeichnen wäre, zu benutzen; doch hat sich der 
re Vektor 99 eingebürgert. Auf diesen Vektor 93 übertragen 
ohne weiteres, wie in der Elektrostatik auf den Vektor S, 
Gaußsche Satz und die daraus fließenden Konse- 
izen (Gleichung 76, 77 a und b). So erhalten wir die Formeln: 



ß8„dS= 47t£m, 



L tritt auch hier der Erfahrungssatz, daß durch Herumführen 
1 magnetischen Poles auf einer geschlossenen Kurve niemals 
it aus dem magnetostatischen Felde gewonnen werden kann, 
(t also stets: 



i) J ^,ds = 0. 

ü 

ist aber gleichbedeutend mit der Behauptung, daß die magne- 
e Feldstärke von einem eindeutigen Potentiale (p ableitbar ist. 
Vir beschäftigen uns zunächst mit dem einfachsten Falle, daß 

Lußenraume fi überall konstant ist. Setzen wir nun $) = — 

e Gleichungen (81a und b) ein, so erhalten wir die Formeln: 
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.dx "'" cy "^ dz II ' 

die den Gleichungen (51a und b) der Elektrostatik im homogenen 
Felde vollkommen entsprechen. Man kann also $, genau wie 
Yorher im Vakuum, berechnen; nur treten an Stelle der „wahren" 

Dichten q und ri die Dichtigkeiten des „freien" Magnetismus — 

fi 

resp. — Diese letzteren sind natürlich auch für das Potential 

maßgebend. 

Die Gleichungen (80 bis 81b) umfassen natürlich auch den 
Fall, daß der Außenraum inhomogen ist, d. h. daß fi entweder 
stetig mit dem Orte variiert oder an Trennungsflächen Sprünge 
macht. In diesem Falle erhalten wir für den Außenraum^ wo 
ja 2m ^ Q, K] gleich Null sind: 

(800 /^©„dÄ=0, 

(81'a) A(,x) + ^A(^3f) + ^A(^^)==0, 

(8l'b) f*i^„i-f4^„2 = 0. 

Aus Gleichung (8 l'a) wollen wir den Ausdnick -^ \- -^ 1- ^- 

berechnen. Es ergibt sich durch Ausführung der Differentiationen: 

/Qo\ ^^ I ^^ I ^^ ^^ ^y ^^ 

^^^^ ~dx + W^'d^^ fi ' 

d. h. an den Stellen, an denen ^ variiert, tritt eine scheinbare 
(„freie") Magnetisierung auf, deren Dichtigkeit q' sich aus 
der Gleichung ergibt: 

(83) ing' ^^ ^— ^ • 

Das gleiche gilt von Gleichung (81'b). Wo zwei Medien an- 
einanderstoßen, macht (i einen Sprung. Dieser Sprung bedingt 
das Auftreten von freiem Magnetismus auf der Grenzschicht. 
Seine Dichtigkeit yj' erhalten wir, wenn wir den Ausdruck $„i — §^3 
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nach (8l'b) bilden. Man erhält so: 

(84) «>„-«>„, = 4«^' =^„,?^. 

Man sieht also, daß das Feld des Vektors ^ ein Quellenfeld 
ist. Und zwar sind die Quellen desselben die Stellen des freien 
Magnetismus. Dazu gehören insbesondere auch die Orte, an 
denen fi variiert. Da auch in diesem allgemeinsten Falle stets 
Gleichung (74b) erfüllt ist, existiert ein eindeutiges Potential: 
Das Feld von § ist also auch ein wirbelfreies. 

Führt man statt § das Potential (p ein, so kann man natür- 
lich sämtliche Gleichungen mit Hilfe desselben ausdrücken. Man 
erhält so statt (80): 



/ 



^ cn ' 



statt (81a): 

ex \^ ex) + dy \^ F^j + Tz ('^ ä^j " - ^^^' 
statt (81b): 

Es darf übrigens nicht verschwiegen werden, daß unsem 
Gleichungen das Verhalten gerade der wichtigsten Substanzen 
nicht entspricht. Denn nach Gleichung (83) und (84) sollte 
ja der freie Magnetismus verschwinden, wenn das erregende Feld 
verschwindet. Das ist nun in der Tat bei den para- und dia- 
magnetischen Medien der Fall, nicht aber bei den ferro- 
maguetischen Substanzen. Bei diesen bleibt die Magne- 
tisierung, die einmal durch ein äußeres Feld erregt war, 
bestehen; ja, es beruht geradezu auf dieser Eigenschaft die Mög- 
lichkeit, permanente Magnete herzustellen und somit ein magne- 
tisches Feld zu erhalten. Zu der „temporären" Induktion der 
para- und diamagnetischen Substanzen tritt hier noch eine „perma- 
nente" Induktion hinzu. Diese Eigentümlichkeit der ferromagne- 
tischen Substanzen nennt man „magnetische Härte"; sie ist 
offenbar in molekularen Eigenschaften dieser Stoffe begründet und 
kann ohne Eingehen auf diese nicht völlig verstanden wei*den. 
Unsere Gleichungen sind also nur anwendbar auf die im Außen- 
raum der permanenten Magnete befindlichen para- und diamagne- 
tischen Substanzen. Wir können uns um so eher mit der Be- 
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schränkung auf die nicbtferromagnetischen Substanzen begnügen, 
als die Theorie des Magnetismus einem besonderen Bande ^) dieser 
Sammlung vorbehalten ist. 

unter der obigen Einschränkung können wir nun auch den 
Wert der Energie des magnetischen Feldes angeben. Er muß, da 

die Vektoren $ und analog denjenigen der Elektrostatik @ 

und S) sind, erhalten werden, wenn man im Ausdruck der elek- 
trischen Energie in Gleichung (66) @ mit ^ und S) mit — ver- 
tauscht. Wir erhalten so: 

Sind in einem Felde gleichzeitig elektrostatische und magne- 
tische Energie vorhanden, so nennt man ihre Summe die elek- 
tromagnetische Energie. Nach (66) und (85) ist also: 

(86) E+T^-^^ [fs^Hx +/^$2eir] . 

18. Kraftlinien, Induktionslinien, Äquipotentialflächen. 

Man kann sich ebenso wie in der Elektrostatik, mit Vorteil des 
Ziehens von Kraftlinien bedienen, um den Zustand des Feldes 
geometrisch darzustellen. Bleiben wir bei der gewöhnlichen Defini- 
tion derselben, so geht durch jeden Punkt des Feldes eine solche, 
und man kann aus ihnen nur die Richtung der Feldstärke an 
jeder Stelle des Raumes entnehmen. Experimentell ist dies sehr 
leicht durch die Benutzung von Eisenfeilpulver zu erreichen. Man 
kann aber natürlich auch hier eine bestimmte Anzahl von Kraft- 
linien durch die Flächeneinheit hindurchtreten lassen, indem man 
diese Zahl nach Faradays Vorgang so beschränkt, daß die durch 
ein Flächenelement dS hindurchgehende Zahl dN gleich dem nor- 
malen Kraftfluß durch dS wird; also 

(87) dN~^„dS, x?=^„. 

onstruiert man also dS senkrecht zur Richtung der Kraftlinien, 
> gibt ^„- auch die Intensität des Feldes an. 



1) R. Gans, Einfuhrung in die Theorie des Magnetismus. 
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Das Integralgesetz /^,(i 5 = besagt unter Zugrundelegung 



des Kraftlinienbegriffs auch hier, daß es keine geschlossenen ^-Linien 
gibt; vielmehr sind die Stellen, an denen die § -Linien beginnen 
und endigen, die Stellen, an denen freier Magnetismus auftritt, 
d. h. die Pole der permanenten Magnete und die Stellen, an denen 
die Permeabilität variiert. 

Statt der Kraftlinienkonstruktion kann man natürlich auch 
die Äquipotentialflächen cp = Konstans ziehen, die überall senk- 
recht auf den Kraftlinien stehen. Es finden dann dieselben Ge- 
setzmäßigkeiten statt wie in der Elektrostatik. Auch den Yektor S3 
kann man auf diese Weise durch Ziehen von SS-Linien {Induk- 
tionslinien) veranschaulichen. Dehnt man Faradays Beschran- 
kung der Anzahl der ^-Linien auf die Induktionslinien aus, so 
erhält man: 

(88) dN^^JS, S5n = S- 



Kapitel IIL 
Der elektrische Strom nnd sein Magnetfeld. 

19. Grundtatsachen und Bezeichnungen. Wir wollen 

ein elektrostatisches Feld betrachten, welches von 2 Metallkugeln, 
die elektrisch geladen sind, herrührt; die Ladungen seien resp. Cj 
und ^2, die Radien j?^ und B^. 

Nach Gleichung (41a) ist das Potential der ersten Kugel, 
wenn wir die Einwirkung der zweiten, die beliebig weit entfernt 
sein kann, vernachlässigen: 

ebenso erhalten wir für das Potential der zweiten Kugel: 

die Potentialdifferenz ist (p^ ^92- Denken wir uns nun eine 
positive Einheitsladung von der ersten Metallkugel auf irgend 
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einem Wege s zur zweiten geführt, so wird nach Gleichung (18) 
die bei der Verschiebung vom Felde geleistete Arbeit gleich: 



J ^^ds = 9i - 9^2 • 



Die Einheitsladung gelangt auf ihrem Wege dabei stets zu Orten 
anderen Potentials, sie durchläuft eben die ganze Potential- 
differenz. Wir wollen nun die beiden Metallkugeln durch einen 
metallischen Draht verbinden; der Einfachheit halber wollen wir 
den Draht so biegen und ihn in eine solche Lage bringen, daß er 
mit der Richtung der elektrischen Feldstärke @ an jeder Stelle 
übereinstimmt, d. h. mit einer Kraftlinie koinzidiert. 

Dann behaupten wir: Im Momente, wo durch den Draht 
die metallische Verbindung hergestellt wird, wird der elektro- 
statische Zustand, d. h. der Zustand des Gleichgewichts, auf den 
beiden Kugein gestört. In der Tat folgt dies unmittelbar aus den 
Gesetzen der Elektrostatik. Denn im Momente der metallischen 
Verbindung bilden die drei Körper einen einzigen Metallkon- 
duktor, auf dem das Potential im Gleichgewichtszustande einen 
konstanten Wert haben muß. Da die Kugeln K^ und K^ die 
Potentiale (p^ und (p^ besitzen, ist diese Forderung nicht erfüllt. 
Femer darf die elektrische Kraft im Gleichgewichtszustande keine 
tangentielle Komponente besitzen; da der Draht parallel der Kraft- 
richtung gelegt ist, ist zum mindesten für ihn diese Bedingung 
nicht mehr erfüllt. Der bestehende Gleichgewichtszustand muß 
also gestört werden, bis auf dem neuen einheitlichen Metallkon- 
duktor den oben genannten Bedingungen der Elektrostatik wieder 
genügt wird. 

Bisher hatten wir uns gerade mit den Gleichgewichtszuständen 
beschäftigt; jetzt aber wollen wir dem zwischen beiden Gleich- 
gewichtszuständen verlaufenden Prozeß unsere Aufmerksamkeit 
zuwenden. Worin dieser besteht, erkennt man am einfachsten, 
wenn man den speziellen Fall betrachtet, daß die Kugeln K^ und 
ifg gleich groß und entgegengesetzt gleich geladen sind, d. h. 
r ^J?^; ^1 = — Cg. 

Falls sie dann durch den Draht metallisch verbunden werden, 
^ wichen sich die Elektrizitäten völlig aus, und das ganze System 
i ' ungeladen. Der Prozeß besteht also in einem Ausgleich, 
c h. einer Bewegung von Elektrizität in dem Leiter. Man hat 
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daher diesem Vorgange den Namen „elektrischer Strom" ge- 
geben. 

Während des Fließens der Elektrizität, id. h. während der 
elektrische Strom existiert, bemerkt man mehrere Wirkungen, 
teils im Außenraum, teils in der Strombahn selbst. Die letztere 
erwärmt sich, und eine etwa im Außenraum befindliche Magnet- 
nadel erfährt eine Ablenkung: Der Strom produziert Wärme und 
erzeugt im Außenraum ein magnetisches Feld. Es ist unsere 
Aufgabe, die experimentell erforschten und bekannten Zusammen- 
hänge zwischen der Elektrizitätsmenge, die geströmt ist, der er- 
zeugten Wärmemenge, dem Magnetfelde zu formulieren. Bevor 
wir zu dieser Aufgabe übergehen, ist es zweckmäßig, zwei neue 
Begriffe einzuführen, den der Stromstärke und den der Strom- 
dichte. Unter Stromstärke versteht man diejenige Elektrizitäts- 
menge de^ die in der Zeit dt einen Leitungsquerschnitt durch- 
strömt, dividiert durch diese Zeit. Nennen wir die Stromstärke /, 
so ist gemäß dieser Definition: 

(89) /=g. 

Man kann das auch kurz ausdrücken in der Aussage, daß die 
Stromstärke diejenige Elektrizitätsmenge sei, die in der Zeit- 
einheit durch den Querschnitt hindurchströmt Die Dimension 
ergibt sich nach (89) zu: 

Unter „Stromdichte" versteht man die auf die Querschnitts- 
einheit bezogene Stromstärke; d. h. wenn q den Querschnitt, j" 
die Stromdichte bedeutet, so ist: 

(90) , = f 
Die Dimension ergibt sich daraus zu: 

Die durch die obige Anordnung erzeugten Ströme sind nun 
aber außerordentlich ungeeignet zur Untersuchung. Denn schon 
nach sehr kurzer Zeit, vor Ablauf von Y^qqq Sekunde, wurde sich 
der neue elektrostatische Zustand hergestellt haben. Glücklicher- 
weise sind wir nicht an diese Anordnung gebunden: Wir besitzen 
Apparate, welche imstande sind, Potentialdifferenzen zu erzeugen 
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und zu erhalten, so daß zwischen den Stellen, wo sie existieren, 
fortwährend Ströme fließen können. Die am längsten bekannten 
Apparate dieser Art sind die galvanischen Elemente. Sie bestehen 
aus zwei verschiedenen metallischen Leitern, die mit einem Ende 
in eine Salz- oder Säurelösung tauchen. Die freien Enden weisen 
dann eine konstante Potentialdifferenz auf. Verbindet man sie 
durch einen Draht, so fließt in demselben ein dauernder Strom. 
Wie die Potentialdifferenzen im Element entstehen, laßt sich 
nicht begreifen, ohne daß man auf die molekulare Konstitution 
der Bestandteile des Elementes eingeht; der Maxwell sehen 
Theorie liegt dies fern: sie nimmt die Existenz dieser Potential - 
differenzen hin, ohne zu fragen, woher sie kommen. .Wir schließen 
daher die Betrachtung der stromerzeugenden Stelle aus und be- 
gnügen uns mit der Untersuchung eines homogenen Leiterteiles, 
in dem der Strom fließt Überdies werden wir im nächsten Ka- 
pitel eine Methode kennen lernen, vermittels deren in geschlossenen 
homogenen Leiterkreisen Ströme hervorgerufen werden können. 
Wir wenden uns zunächst zur Untersuchung des Magnetfeldes, 
das ein elektrischer Strom um sich herum erzeugt. 

20. Das Magnetfeld eines linearen Stromes. Wir wollen 
ein sehr langes Stück eines geradlinigen Leiters betrachten, durch 
den ein Strom von der Stärke J" fließt; das von diesem „linearen" 
Leiter erzeugte Magnetfeld ist be- 
sonders einfach und experimentell 
daher leicht zu untersuchen. Dies 
kann in folgender Weise geschehen: 
J^ir stecken den Leiter durch ein 
Stück glatten Papieres hindurch, so 
daß er senkrecht zur Ebene des- 
selben steht. Sodann bestreuen wir 
dasselbe mit Eisenfeilpulver, lassen 
den Strom fließen und klopfen vor- 
sichtig auf das Papier, um die Rei- 
bung der Eisenteilchen zu vermin- 
dern. Dieselben ordnen sich dann 
zu Ketten, sogenannten „materiellen 

Kraftlinien" an, sind also überall parallel der magnetischen Feld- 
intensität resp. ihrer in die Papierebene fallenden Komponente. 
Wir erhalten dann folgendes Bild (Fig. 11). 

Die Papierebene ist hier senkrecht zur Stromaxe gedacht; der 

Schaefer, MaxweUsche Theorie. 6 




Fig. 11. 
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Punkt, wo der geradlinige Leiter durchstößt, ist durch ein Kreuz 
markiert. Wir erkennen also: In einer senkrecht zum 
Stromleiter liegenden Ebene sind die Kraftlinien ge- 
schlossene Kuryen, nämlich zur Stromaxe konzentrische 
Kreise. 

Um zu untersuchen, ob das Magnetfeld auch eine zum 
Stromleiter parallele Komponente hat, legen wir den Draht jetzt 
in die Papierebene und erzeugen wieder ein Kraftlinienbild 
(Fig. 12). 

Bedeutet in der Figur L den Leiter, so sind die Kraftlinien 
kleine gerade Linien senkrecht zur Leiteraxe. Daraus folgt in 
Verbindung mit dem vorhergehenden Versuch, daß das Magn^- 
feld keine ,4ongitudinale^* Komponente hat, sondern daß der 
Vektor ^ in einer zur Leiteraxe senkrechten Ebene liegt. 

Wenn wir uns nun einen einzelnen positiven Einheitspol her- 



->Z 



Fig. 12. 



stellen könnten, so würde das Herumführen desselben auf einer 
Kraftlinie eine von Null verschiedene Arbeit erfordern; d. h. also: 
hier gilt das Gesetz: 

(91) f^.äs + 



für jede geschlossene, den Strom umschlingende Kurve. 
In Worten: Die magnetomotorische Kraft fiir eine geschlossene, 
den Strom umschlingende Kurve ist von Null verschieden. Um- 
schließt dagegen die betreflfende Kurve den Strom nicht, so ver- 
schwindet der Wert des Integrals. Führen wir den Einheitspol 
in Richtung der Kraftlinie, d. h. in der positiven Richtung des 
Vektors ^ herum, so ist: 



/|),d5>0; 



führen wir ihn im entgegengesetzten Sinne herum, so ist das Inte- 
gral negativ. Ist der Außenraum das Vakuum, so können wir also 
das Magnetfeld charakterisieren als ein quellen freies Wirbel- 
feld, da die Kraftlinien sämtlich geschlossene Kurven sind. 

Es gilt also außer der Gleichung (91), in der wir die rechte 
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Seite noch zu bestimmen haben, die Beziehung: 

dL dM dN _ 
dx "^ dy "^ dz "^^ 

die ausspricht, daß es weder wahren noch freien Magnetismus, die 
im Vakuum ja identisch sind, gibt. 

Ist der Außenraum ein anderes magnetisierbares , z. T. auch 
inhomogenes Medium, so tritt an den Stellen, wo (i variiert, na- 
türlich freier Magnetismus auf, der Vektor ^ ist dann nicht 
mehr quellenfrei. Aber wahrer Magnetismus tritt, da wir ja die 
ferromagnetischen Substanzen von der Betrachtung ausschließen, 
auch dann nicht auf; in diesem Falle tritt der Vektor der 
magnetischen Induktion S3 = jit^ in sein Recht, und wir erhalten: 

(92) fjf,L) + ^{^M) + li^N)-0 

als Bedingung des Fehlens von wahrem Magnetismus. 

Die Grenzbedingungen bleiben die alten: sie fordern Stetig- 
keit der tangentiellen Komponente von ^, der nor- 
malen Komponente von 89. 

Es bleibt uns nun noch übng, die rechte Seite von (91) zu 
bestimmen. Es ist klar, daß der Wert der magnetomotorischen 
Kraft abhängen muß von der Stromstärke /; denn falls «7" = 0, 
d. h. gar kein Strom existiert, existiert ja in einem Felde ohne 
permanente Magnete kein Magnetfeld, d. ^' J ^^ds ebenfalls 
gleich Null. o 

Das Experiment hat nun ergeben, daß zwischen j^, eis und 



der Stromstärke J direkte Proportionalität besteht, und zwar ist 

der Proportionalitätsfaktor gleich — , wo „c" eine universelle 

Konstante bedeutet, deren Bedeutung und Charakter später er- 
hellen wird. Wir erhalten also: 

(93) f^,ds = *-^J. 



Hierbei ist natürlich § im magnetischen, J im elektrostatischen 
Maße gemessen. Damit ist das Magnetfeld eines linearen Stromes 
ausreichend charakterisiert. Die Gleichungen (92) und (93) 
gelten aber ganz allgemein für jedes von Strömen her- 
vorgerufene Magnetfeld. 

5* 
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Setzen wir J"« 0, so ergibt (93): J ^^ds = 0. Die Glei- 



chungen (92) und (93) sind dann identisch mit denen der Magneto- 
statik, nämlich mit den Gleichungen (74 b) und (81a) des vorigen 
Kapitels, wie es ja auch sein muß. Als Spezialfall ist daher die 
Magnetostatik in unseren jetzigen Gleichungen enthalten. 

In (93) ist auch bereits eine Festsetzung der positiven Eich- 
tung von / enthalten; denn an sich ist ja in den vorhergehenden 
Auseinandersetzungen nur gesagt, daß der Strom senkrecht zur 
Ebene der magnetischen Kraft fließt; er könnte also, wenn wir 
an Fig. 1 1 anknüpfen, ebensowohl von hinten nach vorne, als von 
vorne nach hinten fließen. In Gleichung (93) ist aber gesagt, 

daß, wenn / ^,<^5 > 0, d. h. wenn die Kraftlinie im positiven 

b 
Sinne durchlaufen wird, auch J größer als sein muß und um- 
gekehrt. Legen wir z. B. die xy-Ehene in die Ebene der magneti- 
schen Kraft, so ist der Strom parallel zur ;8r- Achse gerichtet. Wir 
zählen ihn positiv, wenn seine Richtung mit der der jef- Achse 
übereinstimmt, negativ im entgegengesetzten Falle. Wir wählen 
y nun das Koordinatensystem 

;|^ so, wie es in Figur 13 ge- 

zeichnet ist. 

Bei der angegebenen Lage 
der a?2/-Ebene soll die z- Achse 
nach vorne zeigen. Man 
kann dies Koordinatensystem 
^jc allgemein so charakterisie- 
ren : Wir setzen einen gewöhn- 
lichen Korkzieher in den Ko- 
Fig. 13. ordinaten - Anfangspunkt 
und fahren eine Drehung aus, 
welche die positive o;- Achse auf dem kürzesten Wege in die posi- 
tive «/-Achse überführt. Die Drehungsrichtung ist in der Figur 13 
durch den Pfeil angedeutet. Diese Drehung nennt man positiv, 
falls sie, wie dies in der Figur der Fall ist, entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinne vor sich geht. Bei einer solchen 
Drehung schraubt sich der Stiel des Pfropf enziehers in Richtung 
der positiven ;?- Achse weiter, d. h. in unserem Falle aus der 
Papierebene auf den Beschauer hin. Durch diese Festsetzung ist 
einem positiven Drehungssinne stets eine positive Normalen- 
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richtuDg zugeordnet. Laufen die Kraftlinien eines Stromes etwa 
so, wie in Figur 14 angedeutet, so zeigt die positive Stromrichtung 
nach vorne; in Figur 15 kehren sich Stromrichtung und Drehungs- 
sinn der Kraftlinien gleichzeitig um. 

21. Ableitung des ersten Tripels der Maxwellsohen 
Gleichungen. Wir hahen im vorigen Paragraphen das Magnet- 
feld charakterisiert durch die Gleichungen: 



(92) 
(93) 



ai('*^) + al^('*^ + ^('*^) = o> 



ß 



^.ds^^J. 




Fig. 14. 



Fig. 15. 



Zwischen ihnen hesteht ein formaler Unterschied, den wir jetzt 
noch beseitigen wollen; Gleichung (92) ist eine Differential- 
gleichung, (93) ein Integralgesetz. Wir wollen aus letzterem 
ebenfalls Differentialgleichungen ableiten, indem wir (93) auf 
passend gewählte, unendlich kleine Kurven anwenden. 

Wir denken uns in dem stromdurchflossenen Gebiet irgend 
eine kleine Fläche dS senkrecht zur Stromrichtung gezeichnet; 
ihre Projektionen auf die xy-y yz-^ ojr-Ebene seien resp. dxdy^ 
dydZy dxdZy so daß die Beziehungen gelten: 

dxdy=^d8 cos {Jz)'^ dydz^dS cos (Jx)-^ dzdx=-dS cos {Jy)y 

wenn z. B. (Jx) den Winkel zwischen der Stromrichtung und der 
a;- Achse bedeutet. Wir wenden nun Gleichung (93) an auf das 
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Flftchenelement dp dz, das im positiven Sinne, wie Fig. 16 zeigt, 
umlaufen werden soll. 

Die Eckpunkte haben folgende Koordinaten: 

1: y, 0; 2: y + dy, z-, 3: y + dy, z + dz-, 4: y, j? + äz. 

Auf der Strecke 1, 2 ist ^, = + |>y «= + -2^" , auf 3, 4 = - 3£, 
auf 2, 3 =« + N^ auf 4, 1 = — JV. Das Pluszeichen tritt dann 
ein, wenn der Umlaufssinn zusammenfällt mit der Richtung der 

positiven y- oder z-Axq, Das Integral f ^gds zerfällt also in 




^y 



Fig. 16. 



vier Teile (das Integralzeichen kann jetzt fortgelassen werden, da 
der Weg unendlich klein): 

^dy + N^^^^' dz - M^^^,' dy - N^dz . 

Der Index {y + dy) bedeutet dabei z. B., daß der betreffende 
Funktionswert für die Stelle y •\- dy zu bilden ist. Nach dem 
Taylorschen Satze ist nun: 

Setzt man dies ein, so folgt für ^^ds der Wert: 



/dN dM 
\dy dz 



j dydz . 
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Erstes Tripel der Maxwellscheu Gleichungen. 71 

Auf der rechten Seite der Gleichung fahren wir statt / die Strom- 
dichte j ein; wir erhalten also rechts ^, wenn q der Strom- 
querschnitt ist. In unserem Falle ist aber q =« dS^ so daß wir 

4 TT) 

endlich erhalten: dS . 

c 

Setzt man diesen Wert ein, so folgt: 

/dN dM\ ,, 4«._„ 4ä. /t\jj 
\W " Tz } ^^^' ^ — jdS^—jcos (Jx) dydz. 

Nun ist aber j ein Vektor und wir können daher j cos {Jx) als 
seine a:-Komponente auffassen. Nennen wir die Komponenten 
von j resp. w, t\ w, so erhalten wir als Endresultat: 

,-r > 4« dN dM 

^ ^ c dy dz 

Diesem schließen sich zwei weitere Gleichungen an, indem man 
den gleichen Prozeß für die Flächenelemente dxdy^ dxdz wieder- 
holt. Man erhält sie aus (la) einfach durch zyklische Ver- 
tauschung: 

/T X 4« dM dL 

^ ^ c dx dy 

Man nennt diese Gleichungen das erste Tripel der Maxwell- 
schen Gleichungen. 

Aus ihnen können wir sofort eine wichtige Folgerung ziehen. 
Differentiieren wir (la) nach ic, (Ib) nach y, (Ic) nach z und ad- 
dieren, so ergibt sich: 

(94) |!^+|l + 3'« = 0. 

^ ^ dx ^ cy dz 

Die Bedeutung dieser Gleichung wird uns klar, wenn wir z. B. 
auf die allgemeinere Gleichung (28) in Nr. 9 zurückgehen. Dort be- 
deuten w, V, w; die Strömungskomponenten unserer inkompres- 
siblen Flüssigkeit; die linke Seite bedeutet den „Fluß" durch die 
Oberfläche der Volumeinheit. Das überträgt sich auch auf unseren 
Fall: Gleichung (94) sagt,' daß die aus einer Volumeinheit aus- 
tretende Strömung, d. h. die pro Sekunde austretende Elektrizi- 
tätsmenge, in Summa gleich Null sein muß. Es strömt an einigen 
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ektrizität ein, dafür aber an anderen Stellen wieder ebenso- 
so daß sich fiir jede geschlossene Oberfläche das Resultat 
ibt. Würde nun der betrachtete Strom an irgendeiner 
terbrochen sein, so könnte diese Beziehung nicht für alle 
} Stromleiters gelten. Vielmehr würde von dem einen 
Leitung Elektrizität nur fortströmen, zum anderen Ende 
Tomen; an dem einen Ende wäre: 

en < . Die Gleichung (94) sagt also aus: Es kann 
[^hlossene Ströme geben. 

ien gebräuchlichen Strömen ist diese Bedingung offen- 
erf{lllt. Es ist bekannt, daß, wenn die Klemmen eines 
hen Elementes durch einen Draht verbunden werden, 
• in diesem, sondern auch im Inoem des Elementes der 
ießt. Das gleiche gilt von den durch Induktion er- 
>trömen, deren Gesetzmäßigkeiten wir in einem späteren 
)esprechen: Auch im Innern der Strom erregenden Ma- 
•kuliert der Strom. 

^en scheint diese Bedingung nicht erfüllt zu sein bei 
piel der Nr. 19, wo wir zwei Kugeln von verschiedenen 
5n metallisch verbanden: Hier scheint die Leitung auf 
Kugel zu beginnen, auf der anderen zu endigen. Dem- 
end nimmt die elektrische Ladung der einen Kugel ab, 
ren zu. Ein anderes Beispiel wäre die Entladung eines 
,tors: Die metallische Leitung endigt in den Platten des- 
wollen schon hier bemerken, daß diese Ausnahmen nur 
e sind; wir kommen später eingehend auf diesen Punkt 
Einstweilen beschränken wir uns auf die Fälle, in denen 
lieser Art nicht auftauchen. 

Das Vektorpotential; Biot-Savartsches Gesetz; An- 
gen. Die Gleichungen (la) bis (Ic) gestatten, wenn das 
id durch seine Komponenten LMN gegeben ist, die Strö- 
durch die es hervorgerufen wird, zu berechnen. Denn 
[ nur die von den Gleichungen (la) bis (Ic) geforderten 
ationen auszuführen, was immer möglich ist. In Wirk- 
iegt indessen die umgekehrte Aufgabe vor, nämlich das 
Id zu berechnen, das durch eine bekannte Strömung j 
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hervorgerufen wird. Wir haben also die betreffenden Gleichungen 
nach IjyM^N aufzulösen, d. h. zu integrieren. Zu diesem Zweck 
fuhren wir nach Maxwell drei Hilfsfunktionen F^G^H ein, die wir 
durch folgende Gleichungen definieren: 

. ^ dB dG 

(95) b),ilf»^-.|f, 

X ^^^G_cF 

^ ^ dx dy 

Wir wollen uns nun im folgenden auf den einfachsten Fall be- 
schränken, daß der Außenraum homogen, d. h. fi eine Konstant^ 
ist Dann ist nach Gleichung (92) die Beziehung erfüllt: 

dx "^ ~dy "^ a;? "" ' 

d. h. die drei Funktionen X, Jf, N sind nicht unabhängig von- 
einander. Da wir nun zur Darstellung von X, Jlf, N^ nach (95) 
drei neue Funktionen eingeführt haben, so können auch diese 
nicht unabhängig voneinander sein, und wir können daher noch 
eine beliebige Bedingung für 2^, 6r, H vorschreiben. Dies soll die 
folgende Gleichung sein: 

(96) ^/+i^ + P=0. 
^ ^ dx €y cz 

Weshalb wir gerade diese Bedingung wählen, wird später klar 
werden. In den Gleichungen (la) bis (Ic) ersetzen wir nun X, 
M^ N gemäß Gleichung (95) durch die neuen Funktionen I\ (r, H\ 
wir führen die Rechnung nur für (la) aus. Wir haben nun: 

c ^ cy \dx dy) cz \cz dx) 
^c^_G_ d^F _ c*F d^H 

dxdy cy- dz* dxcz 

Durch einen Kunstgriff können wir der rechten Seite dieser Glei- 
chung noch eine bequemere Gestalt geben: Wir addieren und 

d^F 
subtrahieren den Term: ^ — ^. Dann folgt: 



^n\LU 



__ /a^F d^-" d^\ ^_l^,c_G^ ^^\ 
\dx- "^ iy* '^ dz*) '^ cxKdx "^ cy "^'cz)' 
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Infolge unserer Bedingung in Gleichung (96) fällt aber das letzte 
Glied fort, und wir erhalten: 

(97a) -^^^p^jF. 

Durch zyklische Vertauschung gewinnen wir daraus die ent- 
sprechenden Gleichungen f&r G und Hi 

(97b) -i-J^-zr(?, 

(97c) -*J^^JH. 

Das sind für jede der drei Funktionen F^ G^ H die Gleichungen 
für die Potentialfunktion, wie wir sie in den vorhergehenden Ka- 
piteln kennen gelernt haben. F, G, H sind eindeutige, überall 
stetige, endliche Funktionen, die im ganzen Raum der Gleichung 

gehorchen: JF ^ -— usw. Diese Gleichung gilt ja natür- 
lich auch in den nichtstromerfüUten Gebieten, wir haben nur 
dort den Strömungskomponenten den Wert Null beizulegen, d.h.: 
Die Größen fiu/c^ ^^i<^') fiw?/'^ können als räumliche Dichtig- 
keiten Q aufgefaßt werden, und wir erhalten dann, indem wir 
die Lösung der Potentialgleichung einfach hier übertragen: 

w ^-?/^. «='j¥. "-'iS'^- 

Die Größen F, G^ H haben daher den Charakter von Potentialen; 
jedoch besteht ein sehr wesentlicher Unterschied zwischen ihnen 
und den bisher besprochenen. Bei den letzteren war nämlich die 
räumliche Dichtigkeit q des betreffenden Agens ein Skalar, wes- 
wegen diese Potentiale ja auch skalare Potentiale genannt wurden. 
Hier jedoch haben die Größen (üw/c, |lh;/c, ^wjc^ die an die Stelle 
der räumlichen Dichtigkeiten q treten, Vektorencharakter: 
sie sind die Komponenten des Vektors ^Jlc und daher selbst Vek- 
toren. Man kann daher die Größen JP, G^ H gleichfalls als Kom- 
ponenten eines Vektors 71 auffassen, nämlich: 

Multizipliert man 77 der Reihe nach mit seinen Richtungskosimis, 
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nämlich den Kosinus der Winkel (jx)^ (Jy), {.jz\ so erhält man: 

(100) n cos {jx) = ^J -^ — f-^ dr^^J-^ usw. 

Man nennt daher 11 ein Vektorpotential und F^ G^ H seine 
Komponenten. 

Sind die Strömungen u, v^ w als Funktionen des Ortes ge- 
geben, so sind, ebenso wie das Skalarpotential tp durch die An- 
gabe von (>, die Funktionen JP, G^, H bestimmt. Dann hat man nur 
noch die von den Gleichungen (95 a) bis (95 c) geforderten Differen- 
tiationen auszuführen, um die gesuchten magnetischen Kraftkompo- 
nenten zu finden. Damit ist die gestellte Aufgabe prinzipiell ge- 
löst; die im einzelnen Falle sich ergebenden Schwierigkeiten sind 
lediglich mathematischer Natur. 

Als erste Anwendung wollen wir jetzt die Gleichungen (98), 
die uns die Komponenten des Vektorpotentials liefern, auf einen 
stationären, sehr dünnen „linearen" Strom anwenden; die Um- 
gebung sei das Vakuum (|li = 1). Der Querschnitt des Stromes 
sei dg; ein Längenelement des Leiters werde mit ds bezeichnet. 
Daam ist das Volumelement dx = dq-ds. Wir erhalten also, 
yrenn wir noch u =j cos (Jx) =^j cos (sx) usw setzen: 

(101) F=^^ß^cos{sx\ ^=f/^cos(.y), 

H^jJyOOs(sz). 

Dabei haben wir jdq=^ J (die Stromstärke) vor das Integral- 
zeichen gesetzt, weil J in einem stationären Strome im ganzen 
Leiter konstant ist. Wenn wir nun die magnetische Kraft be- 
rechnen wollen, so können wir die so gebildeten Werte von F^ G^ H 
in (95) einsetzen. Wir erhalten dann z. B. fllr L folgendes 
Resultat: 

j d [J Pcos {8z)ds\ d (J Cco^ {sy)ds\ 

dy U J r / "" 'd~z \cj r ) ' 

Die Differentiationen können hier unter dem Integralzeichen vor- 
genommen werden, imd es wird so: 

r- 1 1 ^ 

r 'r r 'j- 
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Nun ist aber: 

^r 1 dr 1 / N 

. - — — • ö- =» T COS (ry) usw. 

Also: 

(102) L =^ — j -j [cos {sy) cos {rz) — - cos (sz) cos ry)]. 

Ähnliche Ausdrücke erhält man für M und JV. Wie man sieht, 
ist die magnetische Kraft dargestellt als ein Integral über alle 
Stromelemente ds. Dies legt die Auffassung nahe, daß von jedem 
einzelnen Stromelemente eine magnetische Kraft ausgeht, die wir 
erhalten, indem wir in Gleichung (102) einfach das Integral- 
zeichen fortlassen. Tun wir dies, so erhalten wir für die von 
einem Stromelement c?5, in dem der Strom J fließt, ausgeübten 
Kräfte folgende definitiven Werte: 

a) 7> = —^ [cos (sy) cos {rz) — cos {sz) cos {ry)] , 
(103 j 1)) Jf =s ' — j- [cos {sz) cos (raj) — cos {sx) cos (r^;)], 



c) JV = g- [cos {sx) cos {ry) — cos {sy) cos rx)] . 

Wir wollen die drei Gleichungen jetzt der Reihe nach multi- 
plizieren mit cos(sa;), cos(sj/), cos (^sz) und dann addieren. Wir 
erhalten: 

(104) L cos {sx) + M cos {sy) + N cos {sz) =* 0. 

Dieselbe Operation wiederholen wir jetzt mit cos (raj), cos {ry), 
cos {rz). Dies ergibt: 

(105) L cos {rx) + M cos {ry) + JV cos {rz) = 0. 

Um die Bedeutung dieser beiden Gleichungen zu verstehen, 
betrachten wir einen Augenblick die Fig. 17. ds sei das Strom- 
eleraent, r die Entfernung von ds von dem Punkte, in dem wir 
L , M<f N berechnen wollen. 

Nun sind aber i, Jf, iV proportional den Richtimgskosinus der 
in diesem Punkte erzeugten Feldstärke ^; cos (sa;), (cos sy), cos {sz) 
sind die Richtungskosinus von ds. Die linke Seite von (104) ist 
also proportional dem Kosinus des Winkels zwischen ^ und 5; 
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da er gleich ist nach (l04), so ist: 

(104 a) ^±ds. 

Ebenso folgt aus (105): 

(105a) |)_Lr. 

Wir können also sagen: Die von einem Stromelemente ds 
in einem in der Entfernung r befindlichen Punkte des 
Raumes hervorgerufene magnetische Feldstärke steht 
senkrecht auf der durch r und ds gelegten Ebene. Ein 
in diesem Punkte befindlicher magnetischer Einheitspol würde 
daher weder angezogen noch abgestoßen, sondern im Kreise 




Fig. 17 

um ds herumgeführt werden. Die Richtung, in welcher der 
positive Einheitspol herumgeführt wird, ergibt sich aus den Fest- 
setzungen der vorigen Nummer: Denken wir uns den Kreis in die 
Papierebene geklappt, so daß der positive Pol umgekehrt wie der 
Uhrzeiger rotiert, so tritt der Strom von hinten nach vorne aus 
der Papierebene heraus. Daraus ergibt sich sofoii die Am per e- 
sche Regel: „Man denke sich im Strome schwimmend, so daß der- 
selbe bei den Füßen eintritt und beim Kopfe austritt, das Gesicht 
dem Magnetpol zugekehrt: dann wird der Nordpol nach links 
getrieben." 

Um die Feldstärke selbst zu finden, hat man die Gleichungen 
(103 a) bis (103 c) zu quadieren, zu addieren und dann die Wurzel 
zu ziehen. Dann ergibt sich das einfache Resultat: 



/ ds 



(106) ^ = yiß +M^ + N^ = ~ "4 sin {rs) . 
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Dies ist das Gesetz von Biot-Savart, seinem Charakter nach 
ein typisches Fern Wirkungsgesetz. Daß wir es aus Nahe- 
wirkungsgleichungen herleiten konnten, beweist am besten, 
daß die Existenz von solchen Fernkräften durch die Form 
des Gesetzes nicht gefordert wird. 

Auf einen wichtigen Punkt muß noch aufmerksam gemacht 
werden. Das Biot-Savartsche Gesetz, wie es in Gleichung (106) 
ausgesprochen wurde, ist der experimentellen Prüfung nicht 
zugänglich; denn Stromelemente gibt es nicht; vielmehr 
haben wir das Gesetz nur unter der Annahme abgeleitet, daß wir 
es mit geschlossenen Strömen zu tun haben. Von der Eichtig- 
keit des Biot-Savart sehen Gesetzes kann daher nur in dem 
Sinne gesprochen werden, insofern es bei Anwendung auf einen 
geschlossenen Stromkreis richtige Resultate gibt. Das ist in der 
Tat der Fall. Wir können aber sofort eine unendlich große An- 
zahl von anderen „Elementargesetzen" angeben, die in der Form 
vom Biot-Savart sehen Gesetz total abweichen und doch, auf 
einen geschlossenen Stromkreis angewendet, mit diesem überein- 
stimmende Resultate liefern. Dazu brauchen wir bloß auf der 
rechten Seite von (106) einen Ausdruck dÄ zu. addieren, derart 

daß f dÄ, über einen geschlossenen Stromkreis erstreckt, zu wird. 

u 
Dann muß das Resultat dieses neuen Gesetzes ja in der Tat mit 

dem des Biot-Savartschen übereinstimmen. Dagegen müssen 
alle die auf diese Weise erhaltenen verschiedenen Gesetze in ihren 

Resultaten voneinander ab- 
weichen, wenn sie auf unge- 
schlossene Ströme ange- 
wendet werden, falls es 
solche gibt. Man erkennt 
aus dieser Bemerkung die Be- 
deutung, die die Frage nach 
der Existenz ungeschlossener 
Fig. 18. Ströme, auf die wir bereits 

in der vorigen Nummer ge- 
führt wurden, für die Elektrodynamik besitzt. 

Als zweite Anwendung wollen wir jetzt die Feldstärke im 
Innern eines geschlossenen Solenoides berechnen. Darunter ver- 
steht man eine zum Kreise geschlossene, in sich zurücklaufende 
Drahtspirale, wie sie Fig. 18 zeigt. 
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Die magnetischen Kraftlinien verlaufen ganz im Innern dieser 
„Röhre", parallel der Wandung. Denken wir uns daher einen 
Einheitspol längs einer Kraftlinie einmal herumgeführt, so ist die 

magnetomotorische Kraft gleich / ^^ds = ^'l, wenn Z die Länge 



des Solenoides bedeutet. Anderseits ist dieser Ausdruck nach 
Grieichung (93) gleich: 

Bei einem einmaligen Umlaufe umkreist der Pol den Strom, 
aber nicht ein einziges Mal, sondern wenn das Solenoid ^Windungen 
besitzt, w-mal. Wir haben also in der letzten Gleichung noch 
rechts den Faktor n hinzuzufügen. Also folgt endlich: 

(107) ^=^^- 

Diese Formel gilt in Strenge nur für ein geschlossenes Solenoid. 
Ein solches übt im Außenraum keinerlei magnetische Wirkungen 
aus, da sämtliche Kraftlinien im Innern verlaufen. Schneiden wir 
dagegen das Solenoid auf und biegen es gerade, so quellen aus 
seinen Enden die Kraftlinien aus, resp. münden ein; es verhält 
sich wie ein permanenter Magnet CFig. 19) und übt dement- 
sprechend magnetische 
Wirkungen aus. 

Wir können die„äqui- 
valente Polstärke" des 
Solenoides leicht be- 
rechnen, indem wir da- 
ran anknüpfen, daß von 
einem Pol m ^% • m 
Kraftlinien ausgehen. 
Nennen wir die Feld- 
stärke an den Enden Fig. i». 
des Solenoids ip (nicht 
nach Gleichung (107) berechenbar!), seinen Querschnitt g, so ist 
die Kraftlinienzahl ^=^-g = 4n;-iw; das Solenoid wirkt also, 

als ob an seinen Enden Pole von der Stärke m = 4- -^^ exi- 

stierten. 

Welches Ende als Südpol, welches als Nordpol wirkt, läßt 
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sich natürlich auch aas der Stromrichtung bestimmen. Blicken 
wir so auf das Solenoid, daß der Strom entgegen dem Uhrzeiger- 
sinn fließt, und wenden wir die Ampere sehe Regel an, so folgt, 
daß der Nordpol einer Magnetnadel abgestoßen, der Südpol an- 
gezogen wird; also: Dieses Ende des Solenoides stellt einen Nord- 
pol, das andere den Südpol dar. 

Wir kehren wieder zum geschlossenen Solenoide zurück, dessen 
Innenraum wir mit einem Medium von der Permeabilität fi aus- 
füllen, während im Außenraum nach wie vor Vakuum sein soll. 
Dann wird im Innenraum die magnetische Feldstärke nicht ver- 
ändert: denn Gleichung (93) gilt ja ganz unabhängig davon, in 
welches Medium der Strom eingebettet ist; nur tritt an Stelle von 
^ der Vektor 39 = fi$. Man hat also einfach Gleichung (107) 
auf beiden Seiten mit (i zu multiplizieren; dieses hebt sich also 
wieder heraus. Im Außenraum tritt wieder gar keine Wirkung 
ein, da die sämtlichen Induktionslinien im Innern verlaufen. Gehen 
wir jetzt wieder zum offenen Solenoide über, so ändert sich im 
Innenraume wieder nichts, wenn wir diesen Fall vergleichen mit 
dem vorher behandelten offenen Solenoide; aber im Außenraum 
sind die Verhältnisse total verändert. Denn die Anzahl der In- 
duktionslinien, die jetzt aus den Enden hervortreten, ist gleich 
jii^g. Da nun der Außenraum die Permeabilität /liq = 1 hat, so 
sind hier ^- und 99 -Linien, § und 99^ identisch. Es sind mithin 
im Außenraume fimhl mehr Kraftlinien vorhanden als vorher. 
D. h. im Außenraume verhält sich das Solenoid so, als ob seine 
äquivalenten Polstärken im Verhältnis /n : 1 gewachsen wären. 
Nimmt man zum Ausfüllen des Innenraums weiches Eisen (fi zirka 
= 1000 — 3000), so kann man im Außenraum kolossale Feld- 
stärken erzielen; darauf beruht die Konstruktion der Elektro- 
magnete. 

Endlich wollen wir die Gleichung (93) noch auf den Fall eines 
geradlinigen Stromes ausdehnen, dessen Kraftlinien, wie wir wissen, 
zur Stromachse konzentrische Kreise sind. Führen wir den Ein- 
heitspol auf einem Kreise vom Radius r herum, so ist die dabei 
geleistete Arbeit nach (93): 

oder: 

(108) $-^, 
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d. h. § ist umgekehrt proportional der Entfernung von 
der Stromachse. 

23. Der Verschiebungsstrom; die Maxwellschen Glei- 
cliixngen für einen Halbleiter. Bereits zweimal sind wir auf 
die Frage gestoßen, ob alle Ströme als geschlossen zu betrachten 
sind, wie das Gleichungssystem (la) und (Ic) es forderte. Auch 
die Bedeutung, die eine Entscheidung dieser Präge besitzt, wurde 
uns klar. Denn z. B. alle die verschiedenen, vom Biot-Savart sehen 
in der Form abweichenden Elementargesetze liefern ja für ge- 
schlossene Ströme stets identische Resultate; zwischen ihnen 
würde sich aber, falls es offene Ströme gibt, eine Entscheidung 
treffen lassen. 

Betrachten wir nun z. B. die Entladung eines Kondensators, 
so ist es, wenn wir die bisherige Ausdrucksweise beibehalten, 
zweifellos, daß der Entladungsstrom ein offener ist. Denn wir 
kenn en j a bloß Ströme in Leitern, sogenannte „Leitungsströme", 
und der Leiter, somit auch der Strom, haben zwischen den Kon- 
densatorplatten eine Lücke. Die Sachlage erscheint so einfach, 
daß es unmöglich scheint, darüber zweierlei Meinung zu sein. Dem- 
gemäß hat sich auch die vormaxwellscbe Elektrodynamik auf den 
eben skizzierten Standpunkt gestellt und die Existenz von offenen 
Strömen zugegeben. Da das Gleichungssystem (la) bis (Ic) aber 
zur Konsequenz stets geschlossener Ströme führte, so mußte man 
für den Fall offener Ströme notwendig diese Formeln abändern. 

Auf einem diametral entgegengesetzten Wege sucht Maxwell 
die Lösung dieser Schwierigkeit. Er bestreitet nicht, daß der 
Leitungsstrom zwischen den Kondensatorplatten unterbrochen 
sei, aber er nimmt zwischen diesen eine bis dahin unbekannte 
zweite Art von Strömen an, die also dann, zusammen 
mit dem Leitungsstrom, jeden, auch scheinbar offenen 
Kreis zu einem geschlossenen machen. Auf diese Weise 
können daher die Formeln (la) bis (Ic) unverändert beibehalten 
werden, wenn nur unter den Ausdrücken J^j^u,v^w^ nicht 
der Leitungsstrom allein, sondern die Summe beider 
Ströme verstanden wird. 

Wir wollen im folgenden verständlich zu machen suchen, wie 
Maxwell zu dieser Hypothese einer neuen Art von Strömen kam. 
Zu dem Zwecke erinnern wir uns, daß zwischen den Platten eines 

Kondensators eine dielektrische Verschiebung S) = — ® besteht. 

Schaefer, Maxwellache Theorie. 6 



L. 
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Wenn wir uns des früher gebrauchten Bildes wieder bedienen, so 
besteht dieser Vorgang darin, daß durch die elektrische Kraft ® 
in jedem Volumelemente positive und negative Ladungen ans 
ihrer Ruhelage in entgegengesetzter Richtung verschoben werden. 
Solange die elektrische Kraft S konstant ist, ist es auch die Ver- 
schiebung !&, die elektrischen Ladungen bleiben in ihrer neuen 
Gleichgewichtslage in Ruhe. Vergrößert sich infolge Anwachsens 
von (S die Verschiebung, so werden die Elektrizitätsmengen noch 
etwas weiter auseinander „verschoben"; nimmt ® dagegen ab, so 
schieben sich die Ladungen wieder mehr zusammen. Allgemein 
gesagt: Wenn d variabel ist, so ist es auch 5), und jede Variation 
des letzteren Vektors bedeutet in unserem Bilde eine Variation 
der Verschiebung elektrischer Ladungen in den Volumelementen, 
d. h. eine Bewegung derselben. Nun ist ja aber der elektrische 
Strom nichts anderes als ein Fließen, eine Bewegung von Elek- 
trizität. Mithin müssen wir auch jede Änderung der dielektri- 
schen Verschiebung als Strom auffassen. Die zeitliche Änderung 

der Verschiebung ist ^~ ; dieser Wert mißt nach Maxwell die 

Größe dieser zweiten Art von Strömen, der sogenannten „Ver- 
schiebungsströme^^ 

Nach der Max well sehen Auffassung gibt es nun überhaupt 
keinen Körper, der lediglich als Leiter oder lediglich als Isolator 
wirkte. Insbesondere sind die BegriflFe „absoluter Leiter" und „ab- 
soluter Isolator" nur Abstraktionen; es sind Idealgebilde, die in 
der Natur nicht existieren. Die natürlich vorkommenden Körper 
sind sowohl Leiter als auch Isolatoren. Dies drückt sich auch 
in dem Umstände aus, daß nach der Maxwellschen Theorie auch 
Leiter eine Dielektrizitätskonstante, auch Isolatoren ein, wenn auch 
geringes, Leitvermögen besitzen. Man nennt solche Körper „Halb- 
leiter" oder auch unvollkommene Leiter. Zu dem Leitungsstrom j 

tritt also additiv hiuzu der Verschiebungsstrom -^— = -i- --- . 

ot An dt 

Fügen wir in (la) bis (Ic) diese Ergänzung hinzu, so haben wir: 

s dX Ann ^cN__dM_ 
c et "^ c dy dz ' 

^^ V dt "^ c dz dx ' 

^dZ_ 4k7tw ^ cM dL 
c dt "^ c ^ dx ~Jy 
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Diese Erweiterung der früheren Gleichungen spricht nicht nur 
die Existenz der Verschiebungsströme aus, sondern auch daß sie 
bezüglich ihrer magnetischen Wirkungen den Leitungsströmungen 
äquivalent sind. 

Die Gleichungen (A) gelten ganz allgemein für ruhende 
Körper. Bei bewegten Körpern kommt im allgemeinen zu den 
beiden Stromarten, die wir hier kennen gelernt haben, noch eine 
dritte hinzu, indem sich daim elektrische Ladungen mitsamt 
ihrem Träger bewegen können. Dies ist z. B. nach der Auf- 
fassung der Elektrochemiker der Fall bei den elektrolytischen 
Prozessen, wo sich positiv und negativ geladene Atome bewegen. 
Diese dritte Art von Strömen heißt Konvektionsströme. Es 
kann dahingestellt bleiben — und die Max well sehe Theorie läßt 
dies in der Tat unentschieden — , ob nicht im Grunde genommen 
Leitungs-, eventuell auch Verschiebungsströme sich als Konvek- 
tionsströme entpuppen. Wir werden uns im folgenden stets auf 
ruhende Körper beschränken, und die Ergänzung der Gleichung (A) 
deshalb nicht benötigen. 

Hier muß noch eine Bemerkung gemacht werden über die 
Gültigkeit der Folgenmgen, die wir aus den unergänzten Glei- 
chungen (la) bis (Ic) gezogen haben, z. B. über die Gültigkeit der 
für das Vektorpotential gegebenen Formeln. Man erkennt so- 
fort, daß für stationäre, d. h. von der Zeit unabhängige Vorgänge 
der Verschiebungsstrom verschwindet, und daß die Glei- 
chungen (A) sich auf (la) bis (Ic) reduzieren. In diesem speziellen 
Falle also bleibt alles beim alten. Dagegen muß man für jeden 
nichtstationären Vorgang überall in den Resultaten der vorigen 
Nummer den Strom j resp. seine Komponenten ersetzen durch 

(-^— -f jj, resp. durch die Komponenten dieser Summe. Dann 

behalten unsere Resultate formal ihre exakte Gültigkeit. Leider 
ist dieser Weg praktisch nicht gangbar. Denn während ja der 
Leitungsstrom an seine Bahn gefesselt ist, verbreitet sich der Ver- 
schiebungsstrom in uns unbekannter Weise auch im ganzen den 
Leiter umgebenden Isolator, so daß wir eine im obigen Sinne er- 
gänzte Formel, für das Vektorpotential z. B., rechnerisch doch 
nicht verwerten können. 

Indessen gibt es eine Reihe nichtstationärer Vorgänge, bei 
denen der Verschiebungsstrom an Bedeutung zurücktritt hinter 
dem Leitungsstrom, so daß er in erster Annäherung vernachlässigt 
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werden darf. Diese Vorgänge verhalten sich also angenähert wie 
stationäre und werden deshalb als quasistationäre Erschei- 
nungen bezeichnet. Für sie gilt insbesondere wie für die statio- 
nären Ströme, daß in jedem Zeitmoment die Stromstärke 
im ganzen Leiter den nämlichen Wert hat, was natürlich 
nur angenähert der Fall sein kann. Die Kriterien dafür, ob wir 
es in einem gegebenen Falle mit quasistationären Erscheinungen 
zu tun haben, werden wir erst im letzten Kapitel kennen lemen. 

24. Das Ohmsche und das Joulesche Gesetz. Zur Er- 
zeugung eines stationären elektrischen Stromes gehört die Existenz 
einer konstanten elektromotorischen Kraft. Man kann sich die 
Frage vorlegen, welcher Zusammenhang zwischen diesen beiden 
Größen in einem im übrigen gegebenen Stromkreise besteht. Diese 
Frage ist von Ohm experimentell dahin beantwortet worden, daß 
elektromotorische Kralt und Stromstärke einander proportional 
sind. Nach Kirchhoff gilt dieses Gesetz nicht nur für einen ge- 
schlossenen Kreis, sondern auch für jeden beliebigen Teil eines 
solchen. Ist die an den Enden desselben wirkende elektromotorische 

Kraft = / (S(i5, wenn ds ein Längenelement des Leiters bedeutet 

1 
und die Grenzen des Integrales sich auf Anfang und Ende des be- 
trachteten Teiles des Stromkreises beziehen, so haben wir dem- 
gemäß als Ausdruck des Ohm -Kirch ho ff sehen Gesetzes: 

2 

(109) f^ds= WJ, 

1 

wenn W den Proportionalitätsfaktor bedeutet. 

Wenn man nun die geometrischen Bestimmungsstücke des 
Stromleiters variiert (Länge und Querschnitt), so findet man, 
daß W proportional der Länge und umgekehrt proportional dem 
Querschnitt des Leiters ist; also: 



22 

(110) W^J-^ 



äs 



wenn q den Querschnitt und a den Proportionalitätsfaktor be- 
deutet, der nur noch vom Material des Leiters abhängt. Die 
Bedeutung von a ist aus (HO) leicht erkennbar: Nehmen wir 
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2 

^=1 Quadratzentimeter, j ds ebenfalls = 1 Zentimeter, so ist 

1 

W= Tj- = — ; d. b. a ist für einen Würfel von 1 cm Kanten- 
länge gleich dem reziproken Werte von W für diesen Fall. Man 
hat TT, das nach dem Vorhergebenden für jedes Leiterstück einen 
bestimmten numerischen Wert hat, den Widerstand des be- 
treffenden Teiles der Leitung genannt; die auf einen Würfel von 

1 cm Seitenlänge bezogene Größe — , die für ein gegebenes Material, 

z. B. Kupfer, eine Konstante ist, heißt der spezifische Wider- 
stand, und demgemäß endlich a selbt die „spezifische Leit- 
fähigkeit", oder kurz die „Leitfähigkeit". 

Mit Benutzung von (110) läßt sich (109) so schreiben: 



z 2 

(109 a) ßds-jf-^ 

1 1 



2 

da 



Gleichung (109 a) ist ein Litegralgesetz; indem wir es auf einen 
unendlich kleinen Teil ds der Leitung anwenden und gleichzeitig 
für J den Wert j • q setzen,, erhalten wir: 

(111) i = (r.e; 

hierin beziehen sich die Werte ® und ^' auf ein und denselben un- 
endlich kleinen Teil des Leiters. 

Die Maxwel Ische Theorie nimmt (lll) als Ausdruck des 
Ohmschen Gesetzes als allgemein gültig an für stationäre und 
nicbtstationäre Vorgänge. Wir werden später Versuche kennen 
lernen, aus denen hervorgeht, daß dies in der Tat bis zu äußerst 
schnellen Schwingungen der Fall ist. 

Wenn man (lll) mit den Gleichungen (A) kombiniert, so 
erhalten die Max well sehen Gleichungen folgende, nunmehr end- 
gültige Form: 



(A') 



t e oX ina cN 
c dt ' c ^"~ cy 


dM 
dz ' 


e dt '^ c ^~ dz 


dN 
dx' 


i dZ Ax« cM 
U a« ' c ex 


dL 

Sy" 
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Für das Folgende wird es nützlich sein, noch die Dimension 
des Widerstandes W und der Leitfähigkeit a zu bestimmen. 
Erstere folgt nach (109) zu: 

P -. [Elektromotorisc he Kraft] __ WUUlrT ''^ _ rj-irp^ 
L *^-l "" [Stromstärke] ^ JfV. Ulx j-« " L^ -^ J * 

W hat also die Dimension einer reziproken Geschwindigkeit; nach 

(110) erhält man ebenso für <r: 

Das ist die Dimension einer reziproken Zeit. Zur Vermeidung 
Yon Irrtümern mag noch einmal hervorgehoben werden, daß alle 
elektrischen Größen ((S, J", TT, a usw.) bisher im elektro- 
statischen Maßsystem gemessen wurden, welches mit dem in 
der praktischen Physik und dem in der Technik üblichen keines- 
wegs übereinstimmt. 

Ein zweites Erfahrungsgesetz, ebenfalls in Integralform, bezieht 
sich auf die durch den Stromkreis produzierte Wärme. Es rührt 
von Joule her. Es besagt, daß die pro Sekunde erzeugte Wärme- 
menge Q gleich ist: 

(111) Q^J^W-, 

es gilt zunächst nur für stationäre Ströme. Gehen wir wieder 
zu einem Differentialgesetz über, indem wir Gleichung (111) mit 
(110) kombinieren, so ergibt sich: 

^ q- G <> ' 

oder, da qds ein Volumelement dt des Stromleiters darstellt: 

dQ^^dT^a(B^dT. 

6 

Die pro Sekunde und pro Volumeinheit vom Strom erzeugte 
Wärmemenge ist also: 

(112) (?='* 



T-<^•®^ 



für welches die Maxwellsche Theorie ebenfalls unbedingte 
Gültigkeit beansprucht. 
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Da Q eine Energiegröße ist, so haben wir Gelegenheit, die 
Richtigkeit unserer Dimensionen zu prüfen. Es ist: 

[Energiemenge] = [ML^T'^], 

Anderseits folgt, da: 

für: 

multiplizieren wir letztere Gleichung mit TZ', da ja <r(£* auf 
Zeit- und Volumeinheit bezogen ist, so folgt: 

[TL^ [a&] = [ML^T-*] « [Energiegröße], 

was zu beweisen war. 

25. ElektrostatischeB und elektromagnetisches Maß- 
system. Wir wollen die Betrachtungen dieser Nummer anknüpfen 
an die Gleichung (93): 



/ 



^.ds^^J. 



In dieser traten zum ersten Male elektrische und magne- 
tische Größen verknüpft auf, nämlich J und ^. Erstere ist 
elektrostatisch, letztere magnetisch gemessen. Wir wollen 
nun auf beiden Seiten von (93) die Dimensionen einsetzen. Dann 
folgt: 



oder: 






oder endlich, als Dimension für c: 

d. h. die universelle Konstante c hat die Dimension einer Ge- 
schwindigkeit und ist daher von der Wahl des Maß- 
systems abhängig. 

Man hätte bei der Formulierung der Gleichung (93) auch 
anders verfahren können. Denn denken wir uns einmal, die elektro- 
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statischen Erscheinungen, auf denen das elektrostatische Maßsystem 
heruht, seien uns nicht bekannt; dagegen seien wir mit den mag- 
netostatischen vertraut und folglich im Besitze des magnetischen 
Maßsystems. Dann können wir in Gleichung (93) den Faktor c 
gar nicht bestimmen, ebensowenig wie früher die Kon- 
stante f des Coulombschen Gesetzes. Es bliebe dann nichts 
anders übrig, als die Eonstante c willkürlich festzulegen, d. h. sie 
z.B. als dimensionslos anzunehmen; man könnte sie etwa 
gleich 1 setzen. Dadurch gewänne man dann ein Maß für die 
Stromstärke, welches direkt auf dem Verfahren beruhte, durch 
welches wir den Vektor der magnetischen Kraft ^ definiert haben, 
nämlich im Grunde auf dem Coulombschen Gesetze der Magneto- 
statik, in dem wir f gleich 1 gesetzt haben. Man sagt deshalb, 
die so gemessene Stromstärke e7" sei im „magnetischen" oder auch 
„elektromagnetischen" Maß gemessen. Wir erhalten dann statt (93) : 



(93 a) 

und durch Vergleich: 



f^.ds = 47iJ' 



c 



Wenn J' in dieser Weise elektromagnetisch gemessen wird, so 
kann natürlich auch die Elektrizitätsmenge e in diesem Maß aus- 
gedrückt werden; denn es ist j**-' «^'*^ 37- D'nd so können all© 

elektrischen Größen, die wir bisher im elektrostatischen Maße 
ausdrückten, auch elektromagnetisch gemessen werden. Natürlich 
ändert sich dadurch ihre Dimension. Z. B. ergibt Gleichung (93 a): 

[§X] = [/'J, d. h. [J'] ^ [Jf v.zv.T-i]. 
Daraus folgt, da J' = -^ ist: 



usw. 



In der folgenden Tabelle ist eine Übersicht über die Dimensionen 
der elektrischen Größen gegeben, je nachdem sie in einem der 
beiden Systeme gemessen sind; wir wollen das in der Tabelle 
durch die Indices „w" oder „5" ausdrücken. 
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Größe 


Elektrostatisch 


Elektromagnetisch 


Elektrostatisch 
Elektromagnet. 


Elektrizitätsmenge 


e,= itfV.i'/aT-^ 


6^=itfV.XV. 




Stromstärke 


j,= M%x%r-* 


J^^M'ULV^T-^ 




el. Feldstärke 


e^^jtfv.Z'-v.r-i 


©„^-JtfV.i'AT-* 




• Widerstand 


W,^L-'T 


W^^LT-^ 




Leitfähigkeit 


a,^T-^ 


6^=L-*T 




Kapazität 


G.= L 


Om^L-'T* 





In der letzten Kolumne der Tabelle sind die Verhältniszahlen der 
elektrischen Größen angegeben, wenn sie einmal elektrostatisch, ein- 
mal magnetisch gemessen werden. Man sieht, daß diese Verhältnisse 
samt und sonders Potenzen von c sind, welches selbst die Dimension 
einer Geschwindigkeit hat. Man erkennt aus dieser Zusammen- 
stellung die Bedeutung, welche die Kenntnis der Größe c hat. 
Dieselbe kann bestimmt werden, indem man z. B. eine Elektrizitäts- 
menge einmal elektrostatisch, einmal magnetisch in absoluten Ein- 
heiten mißt uild dann das Verhältnis bildet. So verfuhren Wilhelm 
Weber und Rudolf Kohlrausch im Jahre 1856, indem sie die Elek- 
trizitätsmenge, die auf einem Kondensator war, in dieser doppelten 
Weise bestimmten. Sie erhielten das wichtige Resultat, daß: 

c.3.101«— = 300000— . 

sec sec 

Diese Zahl ist identisch mit der Geschwindigkeit des 
Lichts im Vakuum. Wir finden hier die erste Andeutung da- 
für , daß die elektrischen Erscheinungen mit denen der Optik eng 
verknüpft sind. Wie wir später sehen werden, folgte Maxwell 
dieser Andeutung eines Zusammenhanges, als er die Gleichungen 
der Elektrodynamik durch Einführung des Verschiebungsstromes 
ergänzte. 

Wir wollen im folgenden an der bisherigen Bezeichnung fest- 
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halten, nämlich alle elektrischen Größen elektrostatisch, alle mag- 
netischen magnetisch messen , so daß unsere Gleichungen keinerlei 
Änderungen erleiden. 



Kapitel IV. 
Induktion. 

26. Grandtatsachen und Bezeichnungen. Faradaj hat 
im Jahre 1831, nachdem er 9 Jahre vergeblich nach dieser Er- 
scheinung gesucht hatte, entdeckt, daß durch Bewegung eines 
Magneten in der Nähe eines geschlossenen Leiterkreises in diesem 
ein elektrischer Strom erzeugt wird. Wir wollen uns zunächst 
durch einige Versuche mit den Grundzügen der Erscheinung ver- 
traut machen. 

Wir nehmen einen homogenen, kreisförmig zusammengebogenen 
Leiter, den wir in die Papierebene legen (Fig. 20a — d). 






Wir wollen dann im Falle a dem Leiter einen Nordpol nähern, 
und zwar von vorne nach hinten, im Falle b denselben auf dem 
umgekehrten Wege wieder entfernen. 

Dann ergibt das Experiment, daß in beiden Fällen ein Strom 
so lange fließt, als die Bewegung andauert, aber beim Nähern 
im umgekehrten Sinne wie beim Entfernen, und zwar ist die 
Richtung, wie experimentell festgestellt werdien kann, die in den 
Figuren a und b angedeutete. 

Wir wiederholen jetzt den nämlichen Versuch, indem wir 
einen Südpol von vorne heranbringen (Fall c) und ihn wieder 
entfernen (Fall d). 

Auch dann beobachtet man wieder das Auftreten zweier 
Ströme, die einander entgegengesetzt gerichtet sind, aber auch, 
wie die Figuren c und d zeigen, paarweise gleich und entgegen- 
gesetzt gerichtet den Strömen in Figur a und b. Wir finden also : 
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Beim I p xi. [ eines Nordpoles wird ein Strom erzeugt, 

der die umgekehrte Richtung hat wie der durch j ^ xp [ eines 

Südpols hervorgerufene. Aber | tj, i /. [ eines Nordpoles 

hat die nämliche Wirkung wie | . , ® [ eines Südpols. 

Man nennt diese Erscheinung Induktion und die auf diese 
Weise erzeugten Ströme Induktionsströme. 

Man kann noch einen Schritt weiter gehen. Denn da ein elek- 
trischer Strom ja ein Magnetfeld um sich herum erzeugt, so wird 
man versuchen, den bei den obigen Versuchen benutzten Magneten 
durch einen Stromkreis, den wir den „primären" nennen wollen, 
etwa ein Solenoid, zu ersetzen. Auch dann beobachtet man das 
Auftreten von Induktionsströmen in dem andern, dem „sekundären" 
Leiterkreise. 

Endlich braucht man den primären Stromkreis nicht relativ 
zum sekundären Leiter zu bewegen, sondern man erhält dieselben 
Effekte, wenn man den primären Strom verstärkt oder ab- 
schwächt. Und zwar liefert das Experiment das Ergebnis, daß eine 

{AI. u « 1. \ des primären Stromes einen induzierten Strom 
Abschwächung j ^ 

von derselben Richtung erzeugt, wie das | p xr f des Primär- 

kreises bei konstantem Strom im vorhergehenden Experiment. 
Vorläufig sehen wir im folgenden von dieser letzten Anordnung 
ab und beschäftigen uns nur mit den beiden ersten. Es soll hier 
noch eine Bemerkung eingeschaltet werden, die uns später von 
Nutzen sein wird. Da ein Strom immer die Existenz einer elektro- 
motorischen Kraft zur Voraussetzung hat, so kann man auch 
sagen: Es werden elektromotorische Kräfte (statt Ströme) 
induziert; diese rufen dann ihrerseits die Ströme hervor. Der 
Vorteil dieser Ausdrucksweise wird später hervortreten. 

Mit den quantitativen Gesetzen dieser Erscheinung werden 
wir uns in der nächsten Nummer beschäftigen. 

27. Lenzsche Begel; Faradaysches Gesetz. Man kann 
zunächst fragen, inwiefern die in voriger Nummer geschilderten 
Erscheinungen mit dem Gesetze von der Erhaltung der Energie 
verträglich sind. Wir beobachten, daß im sekundären Leiter 
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Ströme auftreten, die Joule sehe Wärme, d. h. Energie von be- 
stimmtem Betrage, erzeugen. Woher stammt diese Energie? Es 
sieht zunächst so aus, als ob hier eine Verletzung des Energie- 
prinzips stattfindet. Denn die Bewegung der Magnete kann ja 
z. B. horizontal und beliebig langsam geschehen, d. h. senkrecht 
zur Richtung der Erdkraft. Gegen diese würde also keinerlei 
Arbeit geleistet werden. Doch ist diese Überlegung unvoll- 
ständig und daher falsch. Gegen die Erdschwere wird allerdings 
keine Arbeit geleistet. Aber es ist zu berücksichtigen, daß der 
induzierte Strom um den sekundären Leiter herum ein Magnetfeld 
erzeugt, so daß von diesem auf den permanenten Magneten resp. 
auf das Feld des primären Leiters Kräfte ausgeübt werden. 

Wir wollen nun die weiteren Überlegungen an den speziellen 
Fall des Versuches a anknüpfen (siehe Fig. 20 a). Wir nähern 
dort der Stromschleife einen Nordpol; da in derselben ein Strom 
induziert und dadurch Wärme erzeugt wird, so verlangt das Prinzip 
von der Erhaltung der Energie, daß wir beim Nähern des Nord- 
poles Arbeit leisten. Würde nun das Magnetfeld des induzierten 
Stromes derartig sein, daß die vordere Fläche der Stromschleife 
einem Südpol äquivalent wäre, so würde unser Magnet von 
diesem angezogen werden. Wir würden dann keine Arbeit in das 
System hineinstecken, sondern im Gegenteil würde das System 
die Anziehungsarbeit noch dazu leisten. Das ist immöglich. Es 
bleibt also nur die Annahme übrig, daß beim Nähern des Nord- 
poles die vordere Fläche des Leiterkreises einem Nordpol äqui- 
valent ist, so daß wir gegen die Abstoßung der beiden Nordpole 
Arbeit leisten und in das System hineinstecken müssen. Nun 
haben wir aber in Nr. 22 gesehen, daß ein Nordpol an dem Ende 
eines Solenoides (und als ein Solenoid von einer einzigen Windung 
ist ja die Leiterschleife zu betrachten) entsteht, an dem der Strom 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne kreist. Ein Blick auf Fig. a 
zeigt, daß dies in der Tat der Fall ist; die Vorderseite der Leiter- 
schleife ist also, wie es das Energieprinzip verlangt, nord- 
magnetisch. 

Die übrigen Fälle können wir jetzt durch einen Blick auf die 
Figuren b — d erledigen: Bei c ist bei Annäherung eines Süd- 
pols die Vorderfläche südmagnetisch, bei b beim Entfernen 
des Nordpoles ebenfalls südmagnetisch, bei d beim Ent- 
fernen des Südpoles nordmagnetisch. Allen vier Fällen ist 
der Punkt gemeinsam, daß immer Arbeit, sei es gegen anziehende 
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Kräfte beim Entfernen, sei es gegen abstoßende beim Annähern 
geleistet wird. Wir können also zusammenfassend sagen: 

Der induzierte Strom hat stets eine solche Richtung, 
daß sein Magnetfeld der Bewegung des Magneten oder 
des primären Stromleiters entgegenwirkt. 

Dieser Satz ist als die „Lenzsche Regel'^ bekannt. 

Wir wollen denselben Sachverhalt noch auf andere Weise aus- 
drücken ; wir gehen wieder von der Betrachtung des Falles a aus. 
Wir legen durch die sekundäre Leiterschleife eine beliebige Fläche, 
die von der Schleife selbst begrenzt werden soll; z. B. könnte es im 



[ 



jsr 




Fig. 21. 

Falle der Figur 20 a das kreisförmige Stück der Ebene sein, welches 
der Leiterkreis umschließt, aber auch jede beliebige andere krumme 
Fläche, die dieselbe Begrenzung hat. Dann entspricht dieser 
Fläche eine bestimmte positive Normalenrichtung, nämlich im 
Falle a aus der Fläche nach vorne hinweisend, weil der induzierte 
Strom die Fläche in dem als positiv festgesetzten Sinne umkreist. 
Bei Fig. 20 b würde die positive Normalenrichtung die umgekehrte 
sein: sie würde vom Beschauer fort weisen. Wir wollen nun den 
in Fig. 20 a in der Papierebene liegenden sekundären Kreis senk- 
recht zu derselben stellen (Fig. 21). 

Die positive Normalenrichtung weist dann von rechts nach 
links. Wenn wir nun einen Nordpol nähern, so tritt in einem 
bestimmten Augenblick, wie er in Fig. 21 festgehalten ist, eine 
ganz bestimmte Anzahl von Induktionslinien, die dem Vektor 93 = /n ^ 
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entsprechen, durch den sekundären Kreis hindurch. Bei Annäherung 
des Nordpoles vergrößert sich diese Zahl, bei Entfernung ver- 
ringert sie sich. Das ist überhaupt bei allen Induktions- 
erscheinungen der charakteristische Vorgang, daß die 
Anzahl der vom sekundären Kreis umschlungenen In- 
duktionslinien geändert wird. Man erkennt leicht, daß dies 
auch bei dem dritten, bisher von der Betrachtung ausgeschlossenen 
Fall zutriflFt, in dem im primären Bjreise der Strom nur verstärkt 
und geschwächt wii'd. Denn dadurch verstärkt und schwächt man 
sein Magnetfeld, verändert also die Zahl der Induktionslinien. In dem 
Falle der Fig. 21 ist noch dabei zu berücksichtigen, daß die positive 
Bichtung der Induktionslinien entgegengesetzt der positiven Nor- 
malenrichtung ist, weswegen wir in diesem Falle die durch die Schleife 
hindurchtretenden Induktionslinien als negativ zu rechnen haben. 
Nennen wir die Anzahl der Induktionslinien, die eine sekundäre 
Schleife durchsetzen, absolut genommen, 3/, so ist die ebenfalls ab- 

dN 

solut genommene Änderung derselben -tt ; in dem speziellen Falle 

"' ^2^ 

der Fig. 21 ist aus den oben angeführten Gründen --yr- zu setzen. 

Da nun aber die Induktionslinien nach Faradays Vorschrift ge- 
zogen sind, d. h. da N gleich dem normalen Induktionsfluß durch 
die Fläche S ist, die vom Leiter begrenzt wird, so ist nach 
Gleichung (88) der Nr. 18: 

dN^Sd^dS-, also N^fsR^dS-, 
also endlich: 



(113) -/=^r 

^ ^ dt dtj 



«„(?6f. 



Dieser Ausdruck wird weiterhin eine große Bolle spielen, was 
nach dem oben Gesagten selbstverständlich ist, da bei jedem In- 
duktionsvorgang sich die Anzahl der vom induzierten Leiter um- 
schlungenen Induktionslinien ändert. 

Wir fragen nun weiter nach der Intensität J der Induktions- 
ströme; von dieser kann man auf Grund des Ohm sehen Gesetzes 
sagen, daß sie ceteris paribus umgekehrt proportional dem Wider- 
stand des sekundären Leiters ist; d. h. nicht nur von den Dimen- 
sionen desselben, sondern auch vom Material abhängt. Man 
kann diese Komplikation vermeiden , wenn man nicht die Stärke J 
des induzierten Stromes betrachtet, sondern die Größe der indu- 
zierten elektromotorischen Kraft. Bezeichnen wir ein Element des 
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Leiters mit ds, so ist die tangentielle Komponente der durch In- 
duktion erzeugten elektrMHMimpischen Kraft @/, also die im ganzen 
geschlossenen sekundären Leiter induzierte elektromotorische Kraft 

/ @,tZs; das Integral erstreckt über den ganzen Leiter. Die 



elektromotorische Kraft von diesem Betrage erzeugt nun den so- 
genannten induzierten Strom. Unsere Aufgabe ist es, einen quan- 
titativen Zusammenhang zu finden zwischen -^ und / ^^ds. 



Faraday hat diese Aufgabe gelöst; er hat gefunden, daß zwischen 
beiden Proportionalität besteht; der Proportionalitätsfaktor ist 

gleich Wir erhalten also als Ausdruck des Faraday sehen 

Induktionsgesetzes die Gleichung: 



d.h. die induzierte elektromotorische Kraft ist propor- 
tional der negativ genommenen Änderungsgeschwindig- 
keit des Induktionsflusses durch eine vom sekundären 
Stromleiter begrenzte Fläche. 

Die Größe c ist dabei die nämliche, die wir im vorigen Kapitel 
bereits eingeführt haben. Auch hier ergibt sich natürlich durch 
Einfuhrung der Dimensionen, daß c die Bedeutung einer Ge- 
schwindigkeit hat, und zwar vom Betrage 3 • 10^® cm/sec. 

Die Änderung von N = j Sd^dS mit der Zeit, d. h. der Wert 

dN 

von -TT setzt sich im allgemeinen aus mehreren Beträgen zusammen. 
dt /-» 

Um dies einzusehen, halten wir uns vor Augen, daß j SQ^dS ein 

Integral über eine Fläche darstellt, die von dem sekundären Leiter 

umrandet wird. Der Wert dieses Integrals kann sich also ändern 

eirunal dadurch, daß der unverändert gehaltene Leiter sich im 

Felde zu andern Werten von 33^ bewegt oder dadurch, daß er sich 

deformiert und dadurch die Integrationsfläche geändert wird, 

oder endlich dadurch, daß bei ruhendem und starrem Leiter 

93^ variiert. Sind also alle Körper in Ruhe, so kann / ^^dS 
sich nur dadurch ändern, daß SB„ an einer bestimmten Stelle des 
Baumes, d. h. bei konstantem x^ y^ z sich zeitlich ändert. Für 
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diesen Fall dürfen wir die geraden Differentialzeichen durch die- 
jenigen der partiellen Differentiation ersetzen: 



Ttß-'^'lß^'^- 



Für ruhende Körper, die wir von jetzt an immer voraussetzen 
wollen^), erhalten wir denmach folgende speziellere Form des 
Faradajschen Induktionsgesetzes: 

Daß Gleichung (114) auf der linken Seite mit dem Minus- 
zeichen versehen ist, rührt von unserer Festsetzung der positiven 
Normalenrichtung und des positiven ümlaufssinnes her. Würden 
wir die Normalenrichtung umkehren, so würde in Gleichung (114) 
zwar das Minuszeichen fortfallen, dafür aher in der Gleichung (93) 
und den aus ihr abgeleiteten des vorigen Kapitels auf der einen 
Seite auftreten. Daß bei der jetzigen Festsetzung das Minus- 
zeichen richtig ist, ergibt ein Blick auf Figur 21. Dort wird 
durch Annäherung eines Nordpols ein positiver Strom erzeugt; da 
die Richtung der Induktionslinien entgegengesetzt der Normalen 

dN 

weist, so ist -jz negativ, muß also, um einen positiven Wert von 

/ ^^ds zu ergeben, mit dem Minuszeichen versehen werden. 
Da das Integral / ®,<?5, über eine geschlossene Kurve er- 



streckt, nicht verschwindet, so folgt, daß der Vektor der 
elektrischen Kraft 6 nicht aus einem eindeutigen skalaren Poten- 
tiale, wie in der Elektrostatik, abgeleitet werden kann. Vielmehr 
sind die Linien der elektrischen Kraft im allgemeinen geschlossene 
Kurven. Nur falls außer der durch Induktion erzeugten elek- 
trischen Kraft auch noch von wahren oder freien elektrischen 
Ladungen herrührende elektrische Kräfte vorhanden sind, ent- 
springen resp. endigen die Kraftlinien zum Teil in diesen Ladungen. 
In diesem allgemeinen Falle hat das erzeugte elektrische Feld also 
sowohl Quellen als auch Wirbel. Dagegen hat ein lediglieh 
durch Induktion erzeugtes elektrisches Feld keine Quellen, 
sondern nur Wirbel, ist also ein quellenfreiesWirbelfeld. 



1) Mit Ausnahme der Nummer 30, wo wir deshalb die all- 
meinere Gleichung benutzen werden. 
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28. Zweites Tripel der Maxwellschen Gleichungen. 

Aus dem Integralgesetz (114) haben wir nun DiflFerentialgleichungen 
abzuleiten. Dies tun wir, indem wir (114) auf passend gewählte 
Flächen anwenden, und zwar zu- 
nächst auf ein unendlich kleines 
Parallelogramm dydz parallel 
der yg'Ehene (Figur 22). 

Dann weist die positive 
a;- Richtung nach vorne; sie ist 
mit der positiven Normalenrich- 
tung identisch. 



ist also 



/ 



^.dS 



fiLdydz. 




Fig. 22. 



Für die 



Also ist die linke Seite von (114) gleich — —dydz-^- 

rechte Seite gelangen wir, wenn wir das Verhalten des Umlaufs- 
sinnes zur Achsenrichtung betrachten, ebenso wie in Nr. 21 zu 
dem Resultat, daß: 

f^^ds = Y,dy + Z^^^^ . dz - r.^^, ^dy-^Z^' dz. 



Nach dem Taylor sehen Lehrsatze ist wieder, z. B. für Z^j^^^i 

dZ 



■"y^dy ' 



^ + '^^r, 



ebenso für T, 



* + df 



rechte Seite von (114): 



Setzt man diese Werte ein, so folgt für die 



i^-'-^)^^^'- 



Wir erhalten also als Resultat: 
(115) 



c dt 



dT 
dz ' 



dz 

dy' 



Jetzt wiederholen wir den nämlichen Prozeß für zwei Parallelo- 
gramme von der Größe dzdx^ dxdy^ die den betreffenden 

Schaefer, MaxweUsche Theorie. 7 
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(B) 



Koordinatenebenen parallel sind. Die resultierenden Gleichungen 
erhält man aus (115) durch zyklische Yertauschung. Es folgen 
somit die drei Gleichungen: 

c dt dz dy ' 

c dt ~ dx dz ' 
JUi^N^dX^dY 
c dt cy dx ' 

die wir das zweite Tripel der Maxwell sehen Gleichungen nennen. 
Diese Gleichungen stellen für ruhende Körper die quantitativen 

dN 
Beziehungen zwischen der Änderung der Induktionslinienzahl -ttt- 

und der in einem Leiter induzierten elektromotorischen Kraft dar. 
Indessen nimmt die Maxwellsche Theorie die Gültigkeit 
der Gleichungen (B) auch dann an, wenn gar kein Leiter 
vorhanden ist. Nach ihrer Anschauung dient der Leiter gewisser- 
maßen nur dazu, die erzeugten elektrischen Kräfte abzufangen, 
d. h. den elektrischen Spannungszustand des Feldes nachzuweisen ; 
aber an sich ist der Leiter unwesentlich. Nach Maxwell 
gelten also die Gleichungen (B) im ganzen Räume; zusammen 
mit den Gleichungen des ersten Tripels (A) sowie mit den zu- 
gehörigen Grenzbedingungen, auf die wir später noch zurückkommen 
werden, ist durch sie jedes elektromagnetische Problem für ruhende 
Körper bestimmt. 

Differentiiert man die erste Gleichung von (B) nach a;, die 
zweite nach ^, die dritte nach z und addiert, so folgt: 



d.h. 



Ä ('*^) + Ä (f*^) + Ä ('*^) = ^°'''*- 



dy 

Diese Konstante ist aber, da es in para- und diamagnetischen 
Substanzen keinen wahren Magnetismus gibt, gleich Null zu setzen, 
um die Gleichung in Übereinstimmung mit Gleichung (81 a) des 
zweiten Kapitels zu bringen. Die Gleichungen (B) sind also mit 
unseren früheren Festsetzungen verträglich. 

Sind ferner L^ M^ N unabhängig von /, so reduzieren sich 
die Gleichungen (B) auf die Gleichungen (17) der Elektrostatik, 
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die demnacli als Spezialfall in den Maxwellschen Gleicbtingen (B) 
enthalten ist, wie die Magnetostatik in den Gleichungen (A). 

Wir können nun den Gleichungen (B) noch eine andere Form 
geben durch Einführung des Vektorpotentials und seiner Kompo- 
nenten Fy G, H. Es ist nach Gleichung (95 a) bis (95 c): 

^^^^^^ TäTVäl ■"ä^j'^-l'äT-ä^j' 

Hiß ^ ^ d_(dG dF\ __(dY dx\ 

Nennen wir die Werte -^, -^, ^T resp. F% G\ H\ so ist: 



Uy dz) \dy dz) 



Man kann diese Gleichungen durch die Annahme befriedigen, daß: 
(117a) X=.-|^'=-i-|^, 

(117b) r=-i-ö'--i|?, 

(117c) z=-^H'=--^. 

^ ^ c c dt 

Doch ist das keine allgemeine Lösung; denn wir können zu den 
Gleichungen a, 6, c auf der rechten Seite noch hinzuaddieren 

Ausdrücke von der Form ^, ^, -p^, wo t/; eine eindeutige 

Funktion ist. Dann er)ialten wir: 

(US) i)r— J-^ + fJ, 

, ICH ctff 

C) Z = oa + -o~ ' 
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Man überzeugt sich von der Richtigkeit des Ansatzes (118) leicht, 
wenn man die in (116) geforderten Differentiationen ausführt; 

dann kommt der hinzugefügte Term -^-^, ^, -^ wieder in Fort- 
fall; bei den im folgenden zu besprechenden Anwendungen ist 
die HinzufCLgung von -^, ^, -^ überhaupt unnötig, so daß wir 
uns an die einfacheren Gleichungen (117) halten dürfen. 

Es darf aber nicht vergessen werden, daß wir durch 
Einführung des Vektorpotentials die Gültigkeit der 
Gleichung (117) auf stationäre resp. quasistationäre 
Vorgänge beschränken, während die Gleichungen (B) von 
dieser Einschränkung frei sind. 

Wir wollen jetzt die Gleichungen (117) dazu benützen, um 
dem F ar ad aj sehen Induktionsgesetze (114) eine andere Form 
zu geben. ViTir können 6^ und ds auf die Koordinatenachsen pro- 
jizieren und erhalten dann: 

X — ®, cos (sx) , dx = ds cos (sx) , 

r = @, cos (sy) , dy ^ ds cos {sy) , 

Z =• ®, cos (5;?) . I dz =^ ds Q0^{SZ). 

Multiplizieren wir die nebeneinander stehenden Ausdrücke mit- 
einander, so folgt, da die Summe der Kosinusquadrate gleich 1 ist: 

Xdx -f Ydy + Zdz = @,(^5; 

oder mit Einführung der Komponenten des Vektorpotentials 
nach (117): 

(119) J^^ds = - ^f^J{Fdx + Gdy + Hdz) 



imß-"' 



Auf dieser Gleichung beruhen die einfachen Induktionsgesetze der 
quasistationären Strömung. 

29. Der Foyntingsche Satz. Wir gehen aus von den Max- 
well sehen Gleichungen in der Form (A') und (B), die wir noch- 
mals hier anschreiben. 
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(A') 



c dt '^ c ^^ dy dz 



~c ~dt '^ ~c~ ~dz 



(B) 



c dt "^ 

(i dL _ 
i 

c dt 



4:nö „ __ d M 

c dx 



dN 
dx 
dL 
dy 



Xdx 



Ydi 



Zdt 



d_Y^ 

dz 

dz^ 

dx 

d_x 

dy 



e dt 


dz 


dy 


li, dM 
c dt 


dZ 

dx 


dX 
dz 


(i dN 


dx 


dY 



dZ 

dy 

dX 
dz 
dY 
dx 



Ldz 



Mdx 



Ndt 



Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach, wie 
dies auf der rechten Seite angedeutet ist, mit Xdt^ Ydx^ Zdt, 
Ldx^ Mdx, Ndt, addieren sie und integrieren über ein endliches 
Raumgebiet. Dann erhalten wir die folgende Gleichung: 



(120) 



jM^f.- 



dz ^ dz dx ^ dx dy 

rdZ 



j.dY .dz , ^.dz ^^dx , ^jdx ^jdY\ 

dz cy ^ dx dz ^ dy dx) 

Beide Seiten von (120) können auf eine einfachere Form gebracht 
werden. Man erkennt zunächt, daß die beiden ersten Summanden 
unter dem Integralzeichen auf der linken Seite gleich sind dem 
folgenden Ausdrucke: 

(120a) ^\l^ [«(Z^ + r» + Z^) + ^{L^ + Jlf * + iV«)] , 

wie sich durch Anführung der DiflFerentiation sofort ergibt; femer 
können wir setzen: X» + T^ + Z^ = ®^ i^ _f. j^2 ^ j^2 _ ^2 
Vertauschen wir endlich noch die Reihenfolge von DiflFerentiation 
und Integration, so erhalten wir: 



(120b) 



2 c dtj ^ 



f®2+fi^2)(ir. 
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Nun erinnern wir uns an den früher in Gleichung (86) der Nr. 17 
gefundenen Wert für die elektromagnetische Energie; dort fanden 

wir (86) E +T^-^ f(e& + (iS^^)dt\ setzen wir diesen Wert 
in (I20b) ein, so folgt endlich: 



(120 c) 



¥Ä(^+^)- 



4:7t 



ein Ausdruck, der abgesehen vom Faktor — die zeitliche Ände- 
rung der in dem betrachteten Baume enthaltenen elektromagneti- 
schen Energie darstellt. Der letzte Summand der linken Seite 

hat den Wert ^ ra{X^ + Y^ + Z^dt oder^^ fa&dt^~Q, 

wenn Q nach Gleichung (112) in Nr. 22 die pro Sekunde erzeugte 
Joule sehe Wärme bedeutet. Die ganze linke Seite also hat 
die Form: 

(i20d) l^[^^(£ + r) + ^]. 

Die rechte Seite wollen wir nur anders ordnen und dann zu- 
sammenfassen. Wir erhalten für den unter dem Integralzeichen 
stehenden Ausdruck: 



ox dxj 



(^if+^if)- 



Dafür können wir auch schreiben: 



(120f) ^-{ZM- YN) + j-{XN- ZL) + ^{YL - XM). 



Nun erhalten wir als Endresultat: 

l-(E+T) + Q-^f^Jär[liZM-TN) 

+ l^-(XN-ZL) + ^(YL-XM)} 



(121) 
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Die rechte Seite können wir noch vereinfachen, wenn wir einen 
neuen Vektor @ einführen, dessen absoluter Wert ist 

Seine Komponenten parallel den Achsen sind: 



(123) 



Wenn wir diese Ausdrücke einführen, so erhalten wir aus Glei- 
chung (121): 

auf der rechten Seite können wir nun noch den G au ß sehen Satz 
in der Gestalt der Gleichung (llc) anwenden, so daß wir schließ- 
lich erhalten: 

(125) . ^iE+T) + Q^-f^JS, 

wobei dS ein Oberflächenelement des Raumes, über den wir inte- 
griert haben, bedeutet, und der Wert von ©^ an der Stelle dieses 
Oberflächenelementes zu nehmen ist. Um anzudeuten, daß @„ sich 
auf die Oberfläche bezieht, ist es in Gleichung (125) mit einem 
horizontalen Strich versehen. Wir wollen hier ausnahmsweise nun 
die Richtung der im übrigen stets nach außen weisenden Normale 
umkehren und dieselbe hier von außen in das Innere des be- 
trachteten Raumes weisen lassen. Dann kann man die Gleichung 
(125) in folgender Weise schreiben: 

(125a) _^ (i; + T) + ,2 = +f\dS. 

Sie unterscheidet sich nur dadurch von (125), daß auf der rechten 
Seite das Minuszeichen verschwunden ist. Diese Formel heißt 
der Poyntingsche Satz. 

Man kann ihn im Sinne der Nahewirkungstheorie folgender- 
maßen deuten: j ^^dS ist der „Fluß" des Vektors @ durch die 
Oberfläche von außen nach innen, da die positive Normale jetzt 
ja nach innen weist. Auf der linken Seite steht die Zunahme der 
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•gie, vermehrt um die Joule sehe Wärme Wir können also 
Poynting sehen Satz folgendermaßen ausdrücken: Die Summe 
der Energiezunahme und der Joule sehen Wärme in einem 
ne ist gleich dem Fluß des Vektors © durch die Oberfläche 
)S Raumes nach innen. Es ist jetzt verständlich, weshalb man 
Vektor @ den Namen „Energieströmung" beigelegt hat. 
itzen wir diese Bezeichnung, so haben wir den Poynting- 
a Satz in der Form: „Die Energiezunahme vermehrt 

die Joulesche Wärme in einem abgeschlossenen 
me ist gleich dem durch die Oberfläche des Raumes 
li innen tretenden Energiestrom", d. h. die Energie 
j abgeschlossenen Systems (wozu wir die Joulesche Wärme 

hinzurechnen wollen) kann sich nur dadurch ändern, daß 
h die Oberfläche desselben ein Energiestrom fließt. Nach dieser 
assung ist die Energie nicht nur in den Volumelementen des 
nes lokalisiert, sondern sie strömt in bestimmten Bahnen wie 
inkompressible Flüssigkeit. 

Die Gleichung (122) bestimmt den absoluten Wert des Vek- 
@; wir wollen jetzt noch seine Richtung bestimmen. Wir 
iplizieren die drei Gleichungen (123) der Reihe nach mit 
r, Z und addieren sie; dann folgt: 

'M + xziif-rzx = o, 

ie Glieder rechts sich paarweise fortheben. Ebenso finden wir: 

') ig^H- jf©y + iV^(S, = 0. 

sind aber @^, @y, ©^ proportional den Richtungskosinus von 
X, Y, Z ebenso denjenigen von 6; L, M^ N ebenso denen 
§. Die linke Seite von (126) ist also proportional dem 
@©); desgleichen die linke Seite von (127) proportional dem 

Es folgt also aus den Gleichungen (126) und (127), daß die 
tung des Energiestroms senkrecht auf @ und senkrecht auf ^ 
b, d. h. senkrecht auf der durch © und ^ gelegten Ebene, und 
• verhalten sich die Richtungen der Vektoren @, §, © wie 
Richtungen der x, y, ^- Achse unseres ein für allemal fest- 
sten Koordinatensystems, wie eine genauere Betrachtung zeigt, 
Q Durchführung dem Leser überlassen bleiben möge. 
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statt des Ausdruckes (122) für @, der sehr unübersichtlich 
ist, erhält man durch Ausmultiplizieren unter dem Wurzelzeichen: 



(128) 



^^hV^W - i^L + TM+ZIT)^ 



Nun ist aber: 

-^ = cos (ßx) ; -^ = cos (ß:y) ; -^ =« cos (@^) . 

-^ = cos i^x) ; -^ =- cos (^y) ; -;^ == cos ($^) . 

Durch Multiplikation der untereinanderstehenden Ausdrücke folgt: 

XL + YM + ZN 



e^ 



= cos {(&x) cos (J^x) + cos (ßy) cos (l^y) 
+ cos {ßz) cos (^-e:) = cos (6©) , 



also ist: 

(129) @ = ^®$yi-cos«(®^)==^g^sin(@^). 

Zusammenfassend können wir also sagen: Der Vektor der Energie- 
ström.ung @ steht senkrecht auf der durch @ und ^ gelegten 

Ebene und ist gleich, abgesehen von dem Faktor — , dem Pro- 
dukte von G und ^ mal dem Sinus des eingeschlossenen ViTinkels. 

Als Anwendung wollen wir 
die Größe und Richtung der 
Energie s trömung für eine nge- 
rajilinigen sia tionäre n »from - 
leiter b erechneii. Wir legen An 
in die ^- Achse, so daß die Strom- 
richtung übereinstimmt mit der 
positiven Richtung derselben 
(Fig. 23). In der Figur weist 
die zu einem Punkt verkürzte 
;B- Achse zum Beschauer hin; die 
Kraftlinien sind konzentrische 
Bj-eise mit dem in der Zeichnung angedeuteten Umlaufssinne: der 
Vektor ^ ist also tangential gerichtet, liegt parallel der xy- 




Fig. 28. 
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Ebene und hat deshalb den Betrag ^ =» ]/X* + M^. Dagegen 
ist nach dem Ohm sehen Gesetze w »» aZ; andere Komponenten 
der Strömung oder elektromotorischen Kraft treten nicht auf. Z ist 
also identisch mit der elektrischen Gesamtkraft @ und steht über- 
dies senkrecht auf der ary- Ebene; sin (6^) ist also 1 . Die Energie- 
strömung ist absolut genommen: 

(130) ^-{-zYl' + M*, 

und zwar strömt die Energie, wenn wir die Richtung von S be- 
trachten, radial von außen an den Draht heran. Was ge- 
schieht dort mit ihr? Da wir einen stationären Zustand haben, so 

ist die elektromagnetische Energie konstant, also: -ö^ (JEJ+ ^) = . 

Mithin bleibt nach dem Poyntingschen Satze nichts andres übrig 
als Umwandlung in Joule sehe Wärme. Dies ergibt sfch auch 
aus Gleichung (130), wenn wir dort ^ = )/X* -f M^ durch Z 
ausdrücken. Für unsern Fall ist nach Gleichung (108): 

^ _ 2 / 2wq _ 2qöZ 

wenn wir unter R den Radius des Drahtes verstehen wollen. 
Also ist nach (130) der Energiefluß pro Quadratzentimeter der 
Drahtoberfläche: 

c ry 2qaZ _ qaZ^ 

45r * cR "" 2Rn'' 

also für ein Stück des Drahtes von 1 cm Länge auf seiner ganzen 
Oberfläche: aZ^q. Also wird pro Volumeinheit in Wärme ver- 
wandelt der Betrag tfZ*, in Übereinstimmung mit Gleichung (112), 
die das Joule sehe Gesetz darstellt. 

30. Induktionswirkungen zweier Stromkreise; Selbst- 
induktion. Wir wollen jetzt die Induktionswirkungen besprechen, 
die zwei Stromkreise 1 und 2 aufeinander ausüben. Die auf den 
ersten Stromkreis bezüglichen Daten sollen mit dem Index 1, die 
den zweiten betreflFenden mit dem Index 2 ausgezeichnet werden. 
In beiden Stromkreisen wirke eine elektromotorische Kraft E^^E^^ 
z. B. von einem galvanischen Elemente herrührend; die Wider- 
stände seien Wj^, T^g. Solange diese konstanten Verhältnisse be- 
stehen, ist der Induktionsfluß, den jeder der beiden Stromkreise 
durch den andern hindurchschickt, gleichfalls konstant: Es treten 
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mithin keinerlei Induktionswirkungen auf. Nun sollen z. 6. im 
Stromkreis 1 folgende Veränderungen zugelassen werden: Die geo- 
metrische Gestalt des Stromkreises soll sich ändern bei konstanter 
Stromstärke J^, oder diese soll variieren bei unveränderter Gestalt 
des Leiters, oder es soUen endlich beide Veränderungen gleich- 
zeitig auftreten können. Das hat natürlich zur Folge, daß der 
Indoktionsfluß, den Leiter 1 durch eine vom zweiten Leiter be- 
grenzte Fläche 8^ hindurchschickt, sich ändert: Es tritt also in 2 
eine induzierte elektromotorische Kraft auf. Auf diese können wir, 
wenn wir den Vorgang als quasistationär betrachten, die 
Gleichung (119) anwenden, der zufolge: 





(131) 



JPj , (t^ , H^ sind die Komponenten des vom Strome 1 herrührenden 
Vektorpotentials; dx^^ dy^i ^h ^^^^ ^^® Projektionen eines Ele- 
mentes c?5j des zweiten Stromkreises. Nun ist aber nach Glei- 
chung (98): 

wenn fi die Permeabilität des Mediums, u^^ v^^ w^ die Strömungs- 
komponenten des induzierenden Stromes, dx^ ein Volumelement 
desselben, r^g die Entfernung dieses Volumelements des ersten 
Stromes von dem in Gleichung (131) vorkommenden Elemente 
ds2 des zweiten Stromes bedeuten. Da dt^ = q^ dSj^ {g^ ** Quer- 
schnitt des Leiters 1) und da: 

«1 =■ Ji cos («1 x)j v^^ ji cos (5i y) , w?i = ji cos («1 z) , 

so können wir setzen: 

■TT f* A'ia. dsi co8(Sia;) ^ , ^ , 

F^^— l ^^^ — , G^ und H^ analog. 

Bei stationären und quasistationären Strömen ist aber die Strom- 
stärke Ji^-^j^Qi im ganzen Kreise konstant, kann also vor das 
Integralzeichen gezogen werden; also haben wir: 
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jr ^«'«^1 fdSi COB (Sj Z) 

Diese Ausdrücke setzen wir in Gleichung (131) ein, wobei wir 
noch beachten, daß ds^ cos (s^x) = dx^^ ds^ cos (s^y) ^ dy^^ 
ds^ cos {s^z) =^ dz^ ist. Wir erhalten, dann: 

r® 'ds ^^ — \j f^^' ^^^ "^ ^^' ^^' + ^^' ^^' 1 . 



Ersetzen wir hierin dx^ . . . dx^ . . . wieder durch ds^^ ds^ und 
die RichtuDgskosinus, so folgt: 

(.32) /^■ä.,—4,{^,,,f-^^.); 



dabei bedeutet e den Winkel zwischen den Stromelementen ds^ 
und ds^] r^2 ist ihre gegenseitige Entfernung. Der unter dem In- 
tegralzeichen stehende Ausdruck ist für alle Elemente ds^ und «feg , 
d. h. für alle Kombinationen derselben zu je zweien zu bilden und 
der erhaltene Ausdruck über die beiden Stromleiter zu summieren, 
d. h. die angedeutete Integration auszuführen. Jedes der Elemente 
ds^ und ds^ kommt dabei einmal vor, das erste als induzierendes, 
das zweite als induziertes. 

Der in Gleichung (132) enthaltene Ausdruck 



fi / — * — - cos (ds^ds^) 



hängt nur ab von der geometrischen Beschaffenheit der beiden 
Kreise, ihrer gegenseitigen Lage und der Permeabilität des um- 
gebenden Mediums; man bezeichnet ihn durch Ly^\ wir nennen 
ihn vorläufig den Koeffizienten der Induktion von 1 auf 2. 

Damit ist unsere Aufgabe für die induzierende Wirkung von 
1 auf 2 gelöst. Die induzierende Wirkung, welche der Strom- 
leiter 2 auf den ersten ausübt, finden wir ebenso; die Endformel 
erhalten wir einfach dadurch, daß wir in (132) einfach die Indices 
1 und 2 miteinander vertauschen. Dann folgt: 
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J®,'dS, = - ^^ [^ jrds,ds,COB{ds,Js,)^ 



(133) 



"c^ 57 (^«1*^2): 



wenn Xjj den Koeffizienten der Induktion von 2 auf 1 bedeutet. 



L12 — -^21 9 



Man erkennt sofort, daß: 
(134) 

d. h. der Koeffizient der Induktion von 1 auf 2 ist gleich dem 
Koeffizienten von 2 auf 1. Man nennt daher L^^ ^^ -^21 einfach 
den Koeffizienten der wechselseitigen Induktion; er wird durch 
die Gleichung bestimmt: 

(135) i,,-^r^fi-^^t^. 

Für die Dimension des Koeffizienten Xjj der wechselseitigen In- 
duktion erhalten wir aus dieser Gleichung: 

[A2] = W ; [^i2]»b8 = [cm] . 

Damit sind die induktiven Wirkungen, die zwei Stromkreise 
aufeinander ausüben, erledigt. Aber es ist zu beachten, daß die 
im Eingang dieser Nummer geschilderten Veränderungen im Strom- 
kreise 1 (Gestalts- und Stromänderung) auch den Induktions- 
fluß durch eine vom Leiter 1 selbst umschlossene Fläche 
verändern; dasselbe gilt natürlich für Strom 2. Man muß also 
schließen, daß die Veränderungen in beiden Stromkreisen auch 
in ihnen selbst Induktionswirkungen erzeugen. Das ist in der 
Tat der Fall; man nennt diesen Effekt Selbstinduktion. Die 
Formeln für die in 1 induzierte elektromotorische Kraft der Selbst- 
induktion können wir ebenso berechnen wie vorher diejenige für 
die wechselseitige Induktion der beiden Stromleiter. Wir haben in 
Gleichung (132) nur in dem Integral unter ds^ und ds2 (oder wie 
wir jetzt besser schreiben ds[) zwei Elemente desselben Strom- 
kreises und unter r^^ ihre Entfernung zu verstehen. Wir er- 
halten jetzt 

für Stromkreis 1: r®i'^^i==--^Ti^<^i r^y^cose], 



(136) 



für Stromkreis 2 : / ®2'^^2 = ~ ^ Mr <^2 / — ^" ^^s £ • 
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Man nennt die Größen: 

/-.o-t\ t rds.ds[ ^ rdSudsl 

(137) Xii = (ij ~l^-' cos e, X22 = tij -^ 

die „Koeffizienten der Selbstinduktion": Sie sind pro- 
portional der Penneabilität des Mediums und im übrigen nur ab- 
hängig von der geometrischen Beschaffenheit des betreffenden 
Stromes.^) Bezüglich der Bildung dieses Ausdruckes gilt dasselbe, 
was wir vorher von Xjj gesagt haben; nur ist hier zu beachten, 
daß jeües Element ds^ und ds[ zweimal vorkommt, einmal als 
induzierendes, einmal als induziertes. 

In jedem der beiden Ströme existieren drei Sorten von elektro- 
motorischen Kräften: Die vom Element herrührenden E^^ E^^ die 

von der Selbstinduktion herrührenden /(SjC?^^^, f&^^s^^ die von 

der wechselseitigen Induktion herrührenden I ^^ds^, I (S^^s^ . Sie 
addieren sich in ihrer Wirkung. Da die gesamte elektromotorische 
Kraft nach dem Ohm sehen Gesetz gleich dem Produkte aus Strom- 
stärke und Widerstand ist, so erhalten wir die Gleichungen: 



(138) 

b) 






Das sind die Induktionsgesetze für zwei Leiterkreise. 

Bei den in Nr. 31 zu besprechenden Anwendungen wird die 
Gestalt und gegenseitige Lage der beiden Stromkreise nicht ver- 
ändert werden. Dann sind Xjj , L^^ » ^12 Konstante, und die Glei- 
chungen (138) nehmen die einfachere Gestalt an: 



a) 

(139) 

b) 






Daran werden sich unsere weiteren Betrachtungen anschließen. 
Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß gemäß der Her- 



1) Die Formeln (137) für die Koeffizienten der SelbstindTiktioii 
sind nicht streng, die obige Ableitung ist nur ihrer Einfachheit wegen 
gewählt worden. 
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leitung der Begriff der Induktionskoeffizienten nur für 
quasistationäre Ströme anwendbar ist. 

31. Spezielle quasistationäre Vorzüge. Wir wenden die 
Gleichungen (139) auf einige einfache Vorgänge an. Zunächst be- 
handeln wir folgenden Fall: Ein Stromkreis, in dem eine kon- 
stante elektromotorische Kraft E^ vorhanden, dessen Selbstinduk- 
tionskoeffizient L^ und dessen Widerstand W^ ist, wird zur Zeit 
< = geschlossen. Der Strom J steigt also vom Werte Null all- 
mählich bis zur vollen Stärke an. Dies Ansteigen wollen wir 
rechnerisch verfolgen. Die Gleichung des Problems erhält man 
aus (139 a), wenn L^^ = gesetzt wird. Also: 

(140) ^,=7Wi + §^. 

Ihr^ Integration liefert das verlangte Resultat. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir eine Umformung von (140) vor, um das konstante 
Glied E^ in Fortfall zu bringen. Wir setzen dazu: 

(140a) J^r+a^ 

wo a eine Konstante ist, deren nähere Bestimmung wir uns noch 
vorbehalten. Ersetzen wir in (140) J durch J\ so erhalten wir: 

Setzen wir nun: 

(140b) « = ^. 

so hebt sich E^ gegen aW^ fort, und wir erhalten die Gleichung: 
«^ X, dj' , dJ' TT.c« ,, 

log /'-= ^— t + konstans, 

oder 

Hier haben wir noch J' durch J nach (140 a) und (140 b) zu er- 
setzen und erhalten: 

(140c) j-=^- + C.e"~^'. 
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Darin ist nur noch die Konstante C zu bestimmen; dies geschieht 
durch die vorhin getroflfene Festsetzung, daß für * = auch J" = 
sein soll. Also folgt aus (l40c) für ^ =« 0: 

Also das Endresultat: 

(141) ^«#^(l-^ ^^ )• 

Man erkennt, daß mit wachsendem t J allmählich ansteigt und 

E 
für ^ « (X) den Wert e7"oo= ^ erreicht, den das Ohm sehe Gesetz 

für Gleichstrom fordert. 

In praxi ist dieser Endzustand schon nach geringen Bruch- 
teilen einer Sekunde erreicht, da die ungeheuer große Zahl c* im 
Zähler des Exponenten steht. Nur in besonders günstigen Fällen 
dauert das Ansteigen des Stromes mehrere Sekunden lang und kann 
dann leicht beobachtet werden. Wie aus der Formel (137) für 
den Koeffizienten der Selbstinduktion her^^orgeht, ist derselbe um 
so größer, je größer der Induktionsfluß durch den betreffenden 
Leiter ist. Derselbe erreicht kolossale Werte in geschlossenen, 
mit Eisen ausgefüllten Solenoiden. In den modernen Formen der 
Elektromagnete, z. B. bei dem D üb ois sehen Ringmagneten, ist 
diese Anordnung annähernd realisiert, und dort kann man auch 
das mehrere Sekunden andauernde Steigen des Stromes be- 
obachten. 

Öffiien wir den Strom, nachdem er konstant geworden ist, so 
spielt sich derselbe Vorgang nach rückwärts ab, oder vielmehr, 
er würde sich abspielen: Denn da der Strom unterbrochen wird, 
so kommt im allgemeinen auch kein Induktionsstrom zustande, 
sondern es bildet sich an den Enden der Unterbrechungsstelle 
lediglich eine große Potentialdifferenz als Wirkung der Selbst- 
induktion. Ist die ünterbrechungsstelle nicht groß, so kann diese 
Spannung allerdings unter Umständen Veranlassung zu einer Funken- 
bildung durch den Isolator hindurch geben, so daß auf diese Weise 
doch noch ein Strom •'imstande kommt. Das gelin grt natürlich am 
besten bei den vorhin Sv.hon erwähnten großen^elbstinduktionen 
fast geschlossener magnetischer Kreise, bei denen dieser „Öffnungs- 
funke" schon vor Faraday dem amerikanischen Physiker Henry 
aufgefallen war. 
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Wir wollen jetzt einen Wechselstromkreis betrachten, d. h. einen 
Stromkreis, in dem eine periodisch wechselnde elektromotorische 
Kraft ^1 =^Eq co8 2n nt vorhanden ist; n ist dabei, wie man sieht, 
die sogenannte „Wechselzahl". Dann haben wir, wenn die übrigen 
Buchstaben wieder dasselbe bedeuten wie vorher, die Gleichung: 

(142 a) E^ = Eq cos 27tnt ^ J^W^ + ^ ^' 

Diese Gleichung ist nun wegen des Kosinusgliedes unbequem zu 
handhaben; wir können sie aber durch einen Kunstgriff erweitem, 
den wir jetzt auseinandersetzen wollen. Wir denken uns einen 
zweiten Wechselstromkreis, in dem die elektromotorische Kraft 
E^ =» J^o sin 2 7t «^ wirkt; der Strom sei Jj, der Widerstand und 
Selbstinduktion seien dieselben wie vorhin. Dann folgt für diesen 
Kreis die Gleichung: 

(142b) E^ = E^ sm2itnt « J,W^ + |r ^• 

Diese multiplizieren wir mit i = ]/— - 1 und addieren sie zu (l42a). 
Das ergibt: 

-Eo(eos 27tnf + i sin 27twO = TFi (71 + ^/3) + ^(-^ + i^)- 

Setzen wir nun J^^ -{- iJ^ == J und schreiben die linke Seite der 
Gleichung in Exponentialform, so folgt endlich: 

(143) E,e''"'''=W,J+^§. 

Wenn wir diese Gleichung nach J auflösen, so zerfällt das Inte- 
gral in einen reellen und einen imaginären Bestandteil; der reelle 
Bestandteil genügt der Gleichung (142 a), der von i befreite imagi- 
näre Teil der Gleichung (142 b). 

Gleichung (143) wollen wir versuchsweise durch den Ansatz 
integrieren: 
(143a) /-J5e*^^''^ 

wo B eine ^qch a^u^ bestimmende Konstante ist. Um die Brauch- 
barkeit dieses r^nsq^zes zu prüfen, setze;; wir (143 a) in Glei- 
chung (143) ein und erhalten dann: 

Sohaefer, MaxweUsche Theorie. 8 
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oder: 

Diesß Gleichung muß erfüllt sein, wenn unser Ansatz die Differen- 
tialgleichung (142) befriedigen soll. Wir erhalten also für Bi 

Danach ist die Lösung gemäß (143 a): 

(143b) / =- — ^ V -i .-rr-^ (cos 2«w< + i sin 2nni) . 

^ W} + *^^ ^ 

e/j (d. h. die Lösung unserer ursprünglichen Gleichung (142 a)) er- 
halten wir, indem wir von dieser Gleichung den reellen Teil nehmen; 
das gibt: « ^ 

(143c) /i ^5^ ^^^^^^^ + ihnHÄ sin27cw^ 

die in anderer Form geschrieben werden kann: ' 

(I43d) J^ T^^r-iTilWi cos27tnt + ^^^^sin2nnt\. 

Setzen wir, was immer möglich ist: 



TTT 2nnLi 



so ist: 

(143e) ^2 _ -^ ^. __i^ tangg) = -^i^- 

Benutzen wir diese Bezeichnungen, so ergibt (143 d): 

E 
eTi — — ^ [cos 9 cos 27tnt + sin 9 sin 27tni] , 

oder: 

(144) j = i^oCo s(2agn^ — y) 



-j/^.^4^^' 



Digitized by VjOOQIC 



Wechselstromwiderstand ; Impedanz. 115 

d. h. es besteht zwischen dem Strome J imd der elektromotorischen 
Kraft {JSq cos 27tnt) eine Phasenverschiebung vom Betrage <p. 

Dieselbe ist nach (143 e) sehr klein, d. h. praktisch « 0, 
wenn Xj sehr klein gegen W^ ist; sie würde den Wert — er- 
reichen bei verschwindendem TFi, was natürlich nie in Strenge, 
aber in großer Annäherung realisiert werden kann. Endlich folgt 
aus Gleichung (143 e), daß bei konstantem L^ und W^ die Phasen- 
differenz sich um so mehr dem Werte ^ J^^hert, je größer die 
Wechselzahl n ist. 

Gleichung (144) tritt an Stelle des einfachen Ohmschen Ge- 
setzes (in der Litegralform) für Gleichströme; der Ausdruck 



V 



Wt+'-!^ 



tritt an Stelle des sogenannten Ohraschen Widerstandes TF^. 
Man nennt diesen Ausdruck daher auch den „Wechselstrom- 
widerstand'^ Sehr praktisch sind die für die verschiedenen 
Arten von Widerständen in der englischen Literatur gebräuch- 
lichen Ausdrücke: 

W^: „Resistanz" (Ohm scher Widerstand); 

~: „Induktanz" (induktiver Widerstand); 



y 



W^-j 4 — -: „Impedanz", 



von denen wenigstens der letztere sich auch bei uns eingebürgert 
hat. Man sieht aus Gleichung (144), daß die Induktanz den Ohm- 
schen Widerstand um so mehr überwiegt, je schnellere Wechsel- 
ströme angewendet werden. 

Wir betrachten nunmehr den Fall, daß ein Plattenkondensator 
von der Kapazität (7, der die Elektrizitätsmenge e trägt, durch 
einen Metalldraht mit Selbstinduktion L entladen wird. In dem 
Momente, in dem der Verbindungsdraht angelegt wird, beginnt die 
Elektrizität von der einen Kondensatorplatte fort- und zur anderen 
hinzuströmen: Es entsteht ein nichtstationärer Strom (Fig. 24). 

Aus der Kapazität C und der zur Zeit t auf dem Kondensator 
noch vorhandenen Elektrizitätsmenge ergibt sich die Potential- 
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differenz g> ^ -^'^ dieses stellt die primäre elektromotorische Kraft 
des Stromes dar. Dazu tritt noch die durch die Wirkung der 

Selbstinduktion erzeugte: j "tt, wenn J wieder die Strom- 

stärke ist. Nach dem Ohmschen Gesetze ist also: 



*-?37-'"'- 



Zu dieser Gleichung tritt noch die Aussage hinzu, daß der Strom J 
C 

Vir 




gleich der Abnahme pro Sekunde der auf deih Kondensator be- 
findlichen Ladung e ist, also: 

(145a) 



•^ dt 



Die Kombination von (145 a) mit (145) ergibt: 



^ c» dt 
oder in anderer Anordnung: 






(146 a) 



d*c . c*Tr dt 



dt 



T + 



dt 



ec^ 



L dt'^LC^^' 



Differentiieren wir diese Gleichung nach t und berücksichtigen 
(145a), so können wir dafür schreiben: 

f^±Rh^ d'J c'WdJ c'J 

(146b) _+-_^ + _»0. 

Endlich können wir auch noch in (146 a) e durch C*g> ersetzen 
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und erhalten dann wieder dieselbe Differentialgleichung für tp, 
nämlich: 

(146c) ^ + ^-_ + _^ = 0. 

(Pi J^ e gehorchen also alle der gleichen Differentialgleichung; 
wir wollen unsere Betrachtungen an (146b) anschließen. Diese 
Differentialgleichung ist linear (d. h. es kommt nur die erste Potenz 

von /, -TT, ^Tj- vor), homogen (d. h. sie enthalt kein von 

/, -jT , -jvj^ freies Glied) und sie besitzt endlich konstante Koeffi- 
zienten (c, TT, X, €). Solche Differentialgleicliungen lassen sich 
integrieren, indem man den Ansatz macht: 

(147) J-=€9\ 

wo Q ein noch zu bestimmender Faktor ist. 

Bilden wir -jj und -,ty gemäß (147), so erhalten wir: 



e^'[,' + ^, + ^]-0, 



d.h. die Differentialgleichung (14 6b) wird durch den Ansatz (147) 
befriedigt, wenn q der Gleichung zweiten Grades gehorcht: 

(148) .,3 + ?!f, + jL-0. 

Man nennt diese Gleichung die charakteristische Gleichung der 
Differentialgleichung (146 b). Sie hat dieselben Koeffizienten wie 
die Differentialgleichung; an Stelle des Oten, Iten, 2ten Differen- 
tialquotienten von J tritt die Ote, Ite, 2te Potenz von q. Man 
kann also, was wir auch späterhin einfach tun werden, die charak- 
teristische Gleichung nach dieser Vorschrift sofort bilden, wenn 
die Differentialgleichung den Charakter von (146 b) besitzt. 
Für Q erhalten wir: 

(148a) ^.^__±^-^-^. 

Wir wollen nun im folgenden die Annahme machen, daß W gegei^ 
L so klein sei, daß wir unter der Wurzel das erste Glied gegen 
das zweite vernachlässigen können. Dann folgt: 
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1 






Also nach (147): 



Wir erhalten also das Integral in komplexer Form; das ist aber 
gleichbedeutend damit, daß sowohl der reelle als auch der imagi- 
näre Bestandteil der Differentialgleichung gehorcht. Wir erhalten 
somit: 

(148 b) ,, 

/, = e-- .sin|/^^. 

Die beiden Integrale können nun noch mit beliebigen Konstanten 
Ä und B multipliziert und dann addiert werden. Diese Summe 
stellt das allgemeinste Integral mit zwei disponiblen Eonstanten 
dar, die so bestimmt werden, daß die Lösung den vorgeschriebenen 
Anfangsbedingungen entspricht. Wir geben d?n Konstanten die 
Form: 

^ = 2) cos 1/; , J? = D sin tp ; 
dann erhalten wir: 

(149) J=ÄJ^ + BJ^^De 2X . cos ( ]/^ f - t/;j . 

Abgesehen davon, daß die Konstanten D und t/; andere Werte an- 
nehmen, erbalten wir für e und (p genau dieselbe Lösung. 
Wir wollen diese jetzt genauer diskutieren. 

Der Faktor cos(T/y^ < — t/;) stellt eine harmonische oder 

pendelartige Schwingung vor. D. h. der Strom hört nicht etwa auf 
zu fließen, wenn die elektrischen Ladungen sich ausgeglichen hal;>en 
und der Kondensator entladen ist, sondern er fließt in der näm- 
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EondensatorentladuDg dar. Die Schwingungen sind also gedämpft 
und ersterben schließlich; dies geschieht um so rascher, je größer 

-ry ist, d. h. je größer W im Verhältnis zu L ist. In dem Grenz- 
falle W gleich 0, der in Strenge natürlich nicht zu realisieren ist, 
würde die Schwingung in .alle Ewigkeit weitergehen. 

Wir fragen nun nach der Schwingungsdauer T unseres Systems. 
Dieselbe ist dadurch charakterisiert, daß nach Ablauf einer ganzen 
Schwingung, d. h. nach Ablauf der Zeit T das Kosinusglied wieder 
denselben Wert angenommen hat. Also haben wir: 



cos 



{V^'-^)-'^^[V^(*+^)-^]- 



Die Änderung, die das Argument des Kosinus erfahren hat, muß 
daher gleich 2n sein. Also ist: 



oder: VlC^~^'- 



(150) t^^-^Ylc. 



Diese Formel wurde zuerst von W. Thomson und 6. Kirchhoff 
abgeleitet und trägt den Namen beider Forscher. 

Man hat in der Formel (150) ein Mittel, um die bisher un- 
mögliche Bestimmung der Dielektrizitätskonstante fester Körper 
auszuführen. Denn die Kapazität eines mit Luft gefüllten Kon- 
densators multipliziert sich mit der Dielektrizitätskonstante £ des 
Mediums, welches in den innern Raum zwischen die Platte ge- 
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bracht wird. Nach Formel (150) vergrößert sich also dadurch 
die Schwingungsdauer im Verhältnis VT: 1 . Kann man dieselbe 
messen — und das ist in der Tat möglich — , so hat man im 
Verhältnis der beiden Schwingungsdauern direkt die Wurzel aus 
der Dielektrizitätskonstante. Diese Methode bietet gleichzeitig noch 
den Vorteil, daß man sie auf solche Isolatoren anwenden kann, 
die zwar flüssig sind, aber ein zu großes Leitvermögen besitzen, 
um eine Messung nach der in Nr. 11 besprochenen einfachen Methode 
zu gestatten. 

Es sei noch darauf aufinerksam gemacht, daß der Pojn- 
tingsche Satz hier eine außerordentlich übersichtliche Darstellung 

der energetischen Verhältnisse 
erlaubt. Zur Zeit ^= 0, d. h. be- 
W ^ vor die Entladung begonnen hat, 
haben wir nur elektrostatische 
Energie, die zwischen den Kon- 
densatorplatten sich befindet 
Fängt dann der Entladungsstrom 
an zu fließen, so wandert die 
Energie aus dem Innern des 
Kondensators durch den Außen- 
raum an den Draht heran und 
wird dort zum Teil in Joule - 
sehe Wärme umgewandelt. Wäh- 
rend der nächsten Halbschwingung — in diesem Zeitraum 
wird der Kondensator wieder geladen — wandert der nicht in 
Joule sehe Wärme verwandelte Teil der Energie wieder zwischen 
die Kondensatorplatten zurück. Dann wiederholt sich das Spiel 
von neuem so lange, bis alle Energie in Joulescl^ Wärme ver- 
wandelt ist. Zu den Zeiten, wo der Kondensator gerade entladen 
ist, ist die Stromstärke und daher das magnetische Feld am größten. 
In diesen Augenblicken haben wir gar keine elektrostatische 
Energie mehr, sondern nur noch magnetische Energie. Beide Arten 
von Energie wandeln sich ineinander um, wobei nur jedesmal ein 
Teil in Wärme verwandelt wird. Dieses Spiel der Energien ist 
also genau dasselbe, welches wir beim gewöhnlichen Pendel be- 
obachten. Hat das Pendel seinen höchsten Stand erreicht, so hat 
es für einen Moment nur potentielle Energie, diese wandelt sich 
während des Falles allmählich in kinetische Energie um, die ihr 
Maximum erreicht, wenn das Pendel in seiner tiefsten Stellung 
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Fig. 25. 
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die Enhelage passiert. Da das Pendel über die Ruhelage hinaus- 
schwingt, so wandelt sich die kinetische Energie wieder in poten- 
tielle Energie um, abzüglich des Betrages, der durch Reibung ver- 
nichtet worden ist. Die potentielle Energie entspricht der elektro- 
statischen, die kinetische der magnetischen Energie, und die Reibung 
endlich stellt einen der Verwandlung in Joule sehe Wärme analogen 
Vorgang dar. 

Alles dieses läßt sich leicht aus dem Pojntingschen Satze 
ableiten; auf die genauere AusfQhrurig muß hier verzichtet 
werden. 

Wir wollen jetzt das soeben behandelte Problem noch insofern 
verallgemeinem, als wir in den Stromkreis noch eine periodisch 
wechselnde elektromotorische Kraft E =^ Eq cos 2 nnt^ oder wie 
wir gleich schreiben wollen, E^e^^^^* einführen (Fig. 25). 

Dann tritt zu der Gleichung (145) auf der linken Seite noch 
dieser Betrag der elektromotorischen Kraft hinzu; wir erhalten: 

(151) £„e— + ^-^^=7TF. 

Dabei ist natürlich wieder nach (145 a): 

-. de 

•^ Tt' 

Differentiiert man (151) nach t und führt (145 a) ein, so folgt: 
(.löla; ^^, i- Ldt^LC~ L ^0^ 

Wäre in (151a) die rechte Seite gleich 0, so hätten wir unser 
altes Problem und (151 a« würde mit (l46b) identisch. Man 
kann daher die gegenwärtig vorliegende Aufgabe dahin charak- 
terisieren, daß die in Gleichung (146b) behandelte „freie" 
Schwingung des Kondensators durch das in (151 a) auf der 

rechten Seite hinzutretende Glied — ^ — JEJ^e*^"** „gestört" wird. 

Man nennt das rechts stehende Glied deshalb auch direkt das 
„Störungsglied", und die jetzt auftretende Schwingung eine „er- 
zwungene" im Gegensatz zu der vorhin behandelten „freien". 
Um nicht den lästigen Faktor 2% mitschleppen zu müssen, 
wollen wir für 2arw einen neuen Buchstaben v einführen, der also 
die Schwingungszahl in 2 tt Sekunden darstellt. Man nennt diese 
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Größe die „Frequenz". Dann erhalten wir statt (151a): 



dt* '^ L dt ^ LC L 



Ein Integral finden wir in der Form: 

wo B noch zu bestimmen ist. Setzt man dies ein, so ergibt sich : 

also: 

vic* 

(152) B ^ 



I c* , , Wc*v%\ 

Diesen Ausdruck wollen wir noch vereinfachen, indem wir setzen : 

«' » 

Diese Größe ist die Frequenz, welche dem System zukommen 
würde, falls das Störungsglied nicht vorhanden wäre und unser 
Problem sich auf das der Gleichung (14 6 b) reduzieren würde. 
Man nennt deshalb v^ die „Eigenfrequenz*' im Gegensatz zu v, der 
„erzwungenen" Frequenz. Ferner setzen wir, was immer mög- 
lich ist: 

f v| — v^ = (» COS9?, 

(153) Wc^v 

Daraus folgt 

(154) ^ ^ \{yl ^ v^y + -^^, tangy ^ ^(^,_^^ • 

Wenn wir diese Ausdrücke einführen, erhalten wir für B: 

qL ' 

und für unser Integral: 

(155) J-=l?o^'e'(-^). 
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Wir sehen daraus, daß die erzwungene Schwingung dieselbe 
Frequenz hat wie das Störungsglied; wenn dieses nicht 
vorhanden wäre, so wurden wir ja die Eigenfrequenz v^ be- 
kommen. Femer besteht zwischen dem Störungsglied und der er- 
zwtmgenen Schwingung eine Phasendifferenz von der Größe 9?. 

Die hier behandelte Anordnung spielt in der Praxis eine große 
Rolle; wir wollen hier jedoch nur einen einzigen Spezialfall dis- 
kutieren, nämlich denjenigen, daß die Frequenz des Störungs- 
gliedes zufällig gleich der Eigenfrequenz des Systems ist, d. h. 

Dann wird nach (154): 

tang <p = 00 , also 9? =* -^ ; 
also erhalten wir schließlich für J: 

(155a) /,=,= i#e'("-3. 

Man erkennt daraus, daß, wenn W sehr klein ist, selbst durch 
ganz geringe elektromotorische Kräfte gewaltige Stromstärken und 
Spannungsdifferenzen in dem Kreise auftreten können. Man sagt 
dann: „Das System steht in Resonanz mit dem Störungsgliede." 
Anders ausgedrückt heißt dies: Die störende Kraft ruft um so 
stärkeres Mitschwingen d^s Systems hervor, je besser ihre Periode 
mit der Eigenperiode des Systems übereinstimmt. 

In der elektrotechnischen Praxis sind solche Resonanzphäno- 
mene gefürchtet, weil die dabei auftretenden enormen Strom- 
stärken nicht selten großen Schaden anrichten. Ein solcher Fall 
kann sich z. B. ereignen, wenn ein Kabel, welches stets Kapa- 
zität und Selbstinduktion besitzt, an die Enden einer Wechsel- 
strommaschine gelegt wird. Die Eigenperiode des Kabels be- 

rechnet sich nach Gleichung (150) zu T = — yLC . Stimmt 

damit nun zufällig die Periode der Wechselstrommaschine überein, 
dann treten so gewaltige Stromstärken auf, daß durch die er- 
zeugte Joule sehe Wärme die Maschine selbst vernichtet werden 
kann. 

Neuerdings spielt die Resonanz, d. h. das Mitschwingen eines 
Systems mit einem andern, eine große Rolle bei den Anordnungen 
der drahtlosen Telegraphie; doch sind diese Vorgänge nicht mehr 
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als quasistationär zu betrachten, obwohl die wesentlichen Züge 
der Erscheinung des Mitschwingens dieselben bleiben. 

Als letzten Fall betrachten wir 
zwei einander gegenseitig beeinflus- 
sende Stromkreise mit Eapazitöt, 
Selbstinduktion und wechselseitiger 
Induktion. Die beiden Stromkreise 
sollen in allen Größen völlig iden- 
tisch sein: Die Kapazität sei gleich 
(7, der Widerstand TT, die Selbst- 
induktion X, die wechselseitige In- 
duktion Xj j . Wir erhalten die Glei- 
chung einfach, indem wir (145) 
erweitem durch ein Glied mit wechsel- 
seitiger Induktion, gemäß den all- 
gemeinen Vorschriften der Gleichungen (139). Wir erhalten dann: 




Fig. 26. 



(156) 



LdJ, 
c« dt 



c« dt "*^i*^' 



Li dJ^ 2/}^ dJ^ j. 



dt 



W. 



Dazu treten noch die Aussagen hinzu: 

de^ 
''^ 'dt' 

"^^ ~di' 

so daß wir nach einigen Umformungen erhalten: 



(157) 



"^ X dt ^ CL 



dt' 
dt* 



Wc* dJ^ c^J, 
"^ X dt ^ CL 



hl ^ 

L dt* ' 
L^d^J, 
L dt* ' 



Durch einen Kunstgriff kann man diese Gleichungen integrieren, 
indem man sie nämlich addiert und subtrahiert. Man erhält so: 



^\{'r^ + J'i) + ^-ii'r^ + J,) + 



dt 



CL 



{J, + J,) 



L dt' 



(J't + J,), 
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oder, wenn wir zur Abkürzung Jj + /g « J^ , «/"^ — «Tb "" -^2 
nennen: 

d«* '^L + L,, dt -^ C(L + L,,) ""^ 

dt^ '^ L'-L^^ dt "^ C{L--L^^)^ 

Diese Gleichungen sind mit der Gleichung (146b) identisch, nur 
ist in der ersten der Gleichungen (158) an Stelle der Selbst- 
induktion L die Summe von Selbstinduktion und wechselseitiger 
Induktion {L + L^<^ getreten, in der zweiten der Gleichungen 
(158) dagegen die Differenz dieser Größen. Wir können also alle 
unsere Betrachtungen und Berechnungen, die sich an die Glei- 
chung (146b) anschließen, hier übertragen, indem wir nur die 
obige Substitution machen. Im besonderen erhalten wir für das 
allgemeine Integral beider Gleichungen an Stelle von (149) die 
beiden Gleichungen: 

(159) A-Ae"^'-(y5<rfx;;j'-4 

Man sieht, wenn wir von diesen Gleichungen für I^ und Jj durch 
Addition und Subtraktion wieder zu den Stromstärken J^ und J^ 
übergehen, daß diese sich in folgender Form darstellen lassen: 



TTc» 



27.-. Ae- ^^^ 'cos (•i/;j|=: * - t,) 



-Ae-^<--»''cos(y5(j^<-,|.,). 
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Man erkennt, daß trotz der vollständigen Identität der beiden 
Kreise die Stromstärken J^ und J^ keineswegs dieselben Werte 
haben. In jedem der beiden Kreise treten ferner zwei Schwing- 
ungen mit verschiedener Periode auf, nämlich: 

T.-^-^yCiL+L,,) und r,-^ycr(i-i„), 

die beide von der ursprünglichen Periode eines der beiden Strom- 
kreise, die wir in Gleichung (150) haben, die eine nach oben, die 
andere nach unten abweichen. Die Differenz der beiden Schwing* 
ungsdauem ist, wie man leicht erkennt, um so größer, je gröBer 
der Koeffizient der wechselseitigen Induktion ist, so daß man es 
daher bis zu einem gewissen Grade in der Hand hat, durch 
Veränderung der gegenseitigen Lage der beiden Kreise die 
Perioden zu ändern. Ein solches System von zwei Kreisen nennt 
man ein „gekoppeltes^^ System. Je loser die Koppelung ist, 
desto weniger weichen die Perioden von der des ungekoppelten 
Systems ab. 

Gekoppelte Systeme verwendet man jetzt vielfach in der draht- 
losen Telegraphie. Und wenn auch diese Schwingungen keines- 
wegs mehr als quasistationäre Vorgänge betrachtet werden dürfen, 
so hat sich doch auch bei ihnen das Auftreten zweier Perioden 
deutlich gezeigt, deren Differenz von der Stärke der Koppelung 
abhängig ist. 



Kapitel V. 
Elektrische Wellen. 

32. Die allgemeinen Grenzbedin^ngen der Maxwell- 
BChen Theorie. Bisher haben wir die Grenzbedingungen nur ab- 
geleitet für den Fall der Elektrostatik und Magnetostatik; da wir 
im III. und IV. Kapitel, in denen wir zu den allgemeinen Maxwell- 
schen Gleichungen vordrangen, dieselben noch nicht benötigten, so 
haben wir es für den allgemeinen Fall des elektromagnetischen 
Feldes bisher unterlassen, uns mit denselben zu beschäftigen. Das 
müssen wir jetzt nachholen. Wir knüpfen zu diesem Zwecke an 
die Max well sehen Gleichungen in der Form (A') und (B) an, 
wie wir sie in Nr. 29 benutzt haben: 



^ 
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( 8 dX 4.n6 dN dM 
c dt ^ c ^^ dy dz' 


(Ä') 




8 dY 4«(y dL dN 
c dt ^ c ^ ~ dz dx' 
8 dZ 4Äff dM dL 

[c dt ^ c ^ - dx dy 

ffidL^dY dZ 
c dt ^ cz dy ' 


(B) 


• 


iidM dz dx 

c dt dx dz ' 

11 dN dx dY 

[c dt dy dx 



^ 



•^^ 



Wir wollen die Trennungsfläche zweier Medien, die durch die 
Eonstanten e^, fi^^ a^ resp. £29 f^s^ ^2 charakterisiert sein mögen, 
in die y;?- Ebene legen; die Normale 
sei dementsprechend die positive 
aj- Achse. In Fig. 27 sind diese Ver- 
hältnisse dargestellt. Wir ziehen nun 
ein ftechteck dxdy derartig, daß es 
ztir Hälfte in Medium 1 , zur anderen 

in Medium 2 liegt; die positive ;?- Achse H >aj 

weist nach unseren früheren Festsetz- ^ 

ungen auf den Beschauer zu. Wir 

wollen nun zusehen, welche spezielle ^ 

Gestalt die dritte Gleichung (A') für ^ 

dieses Bechteck annimmt; dasselbe sei, ^ '^ ^ 

wie es in der Figur auch angedeutet 

ist, so gewählt, daß dy sehr groß 

gegen dx sei. Multiplizieren wir die genannte Gleichung auf 

T>eidQn Seiten mit dxdy, so folgt: 

4ä / a az , ^\ , , /dM dL\, , 

Hierin ist die rechte Seite, wie wir früher, z. B. in Nr. 21, ge- 
sehen haben, der spezielle Wert, den die magnetomotorische Kraft 

^,ds annimmt, wenn das Integral über die Begrenzung eines 



Fig. 27. 



fi 



in der a;y- Ebene liegenden Rechtecks erstreckt wird; die linke 
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Seite bedeutet die jer- Komponente des Stromes (Leitungs- + Ver- 

scliiebungsstrom) , der durch das Rechteck dxdy hindurchtritt. 

Unser Rechteck in Fig. 27 ist insofern noch spezieller gewählt 

wie früher, als es zur Hälfte in beiden Medien liegt und dx klein 

gegen dy ist. Bilden wir nun j^^ds unter diesen Voraussetzungen I 
Der ümlaufssinn ist in Fig. 27 angedeutet. Wir können hier die 
Stücke dx vernachlässigen; ferner ist in Medium 1 der Umlaufs- 
sinn gleichgerichtet mit der positiven y- Achse, im zweiten Medium 
aber entgegengesetzt. Also erhalten wir: 

M,dy ^M^dy^ (M, - M,)dy , 

wenn M^M^ die Werte der magnetischen Kraft in den beiden 
Medien bedeuten; die linke Seite wii*d unter Berücksichtigung des 
Umstandes, daß der Strom in beiden Medien fließt: 

Also erhalten wir: 

Dividieren wir auf beiden Seiten durch dy und lassen dx sich der 
Null nähern, so fällt die rechte Seite fort, und wir erhalten: 

(161a) M^-=M^. 

Die nämliche Beti Achtung können wir nun auch für ein Rechteck 
anstellen, das in der o?;?- Ebene liegt und ebenfalls durch die Grenz- 
fläche halbiert wird. Dann erhalten wir aus der zweiten Gleichung 
von (A') genau so: 
(I6lb) J^i-iVg. 

Wiederholen wir endlich die nämlichen Betrachtungen jetzt mit 
den entsprechenden Gleichungen von (B), so folgt wiederum: 

(161c) r, = r„ 

(161 d) -^1-^2» 

d. h. allgemein: die tangentiellen Komponenten von S 
und ^ durchsetzen die Trennungsfläche stetig. Das ist 
genau dieselbe Bedingung, die wir auch früher schon erhalten 
haben. 
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Die Gleichungen (l6l) gelten für jeden Punkt der Trennungs- 
fläche. Gehen wir also zu einem benachbarten Werte, z. B. von M 
über, den wir M' nennen wollen, so ist auch M^ = M^. Nach 
dem Taylor sehen Lehrsatze ist aber nun: 

Durch Subtraktion folgt: 
oder: 

Da dies für alle Werte von dy und dz gelten muß, so sind die 
Klammerausdrücke gleich Null, d. h.: 

^ ^ dy dy ^ dz dz ^ 

usw. für die andern tangentiellen Komponenten; d. h. in all- 
gemeiner Ausdrucksweise : die Ableitungen der tangentiellen 
Komponenten nach den in die Grenzfläche fallenden Ko- 
ordinaten sind gleichfalls stetig. 

Aus den Gleichungen (162) können wir nun einen wichtigen 
Schluß mit Hilfe der Maxwell sehen Gleichungen ableiten. Wir 
schreiben die erste Gleichung von (A') für die beiden Medien hin: 

3 aXi 4:716^ hX, _ dK, ■ ^M^ 



c dt c ^t dy dz 

«j cX^ ^Tta^^X^ dN^ gM^ 



+ 



c dt c €t dy dz 

Subtrahieren wir dieselben, so folgt, da die Differenzen der rechten 
Seite nach (162) verschwinden: 

«1 dX^ €g dX^ 4ä, ^ ir\ 

oder: 

Der Klammerausdruck der linken Seite ist die Differenz der Nor- 
malkomponenten der dielektrischen Verschiebung, bedeutet also 

Schaefer, MaxweUache Theorie. 9 
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nach dem Gaußschen Satze die Flachendichtigkeit der wahren 
Ladung i/, die auf der Trennungsflache sich befindet; die linke 
Seite bedeutet demgemäß die zeitliche Abnahme pro Sekunde der 
elektrischen Ladung. Diese ist also gleich der Differenz der Normal- 
komponenten des Leitungsstroms. 

Haben wir zwei isolierende Medien (c^ = (j^ « 0), so folgt 
denmach: 

(163 a) fi^LZ^f«^ « Konst. 

Die Konstante bedeutet dabei, wie schon oben hervorgehoben, die 
Flächendichtigkeit der wahren Ladung; wir können also setzen: 

(163 b) fjXj — £2^2^^^^'?' 

Falls elektrische Ladungen auf der Grenzfläche nicht vorhanden 
sind, so ergibt sich daraus: 

(1 63 c) £j Xj = fj ^2 1 

d. h. die Normalkomponente der dielektrischen Ver- 
schiebung ist stetig. 

Genau ebenso verfahren wir mit der ersten Gleichung von (B) ; 
wir erhalten: 

c dt dz cy ^ c dt dz dy 

Die Subtraktion ergibt, da die Differenz der rechten Seite wieder 
verschwindet: 

gy {h ^1 — /^2 ^2) = Ö ^ ^1 A — ^2 ^2 = Koiis*- 

Nun bedeutet aber die linke Seite der letzten Gleichung die Dich- 
tigkeit des wahren Magnetismus, der auf der Trennungsfläche vor- 
handen ist; dieser ist aber, wie wir wissen, in para- und dia- 
magnetischen Medien stets gleich Null. Also folgt: 

(164) ^1X1= ^2 ig; 

d.h. die Normalkomponente der magnetischen Induktion 
ist gleichfalls stetig. 

Die sechs Gleichungen (161, 163) (resp. ihre Speziali- 
sierungen) und (164) bilden die GrenzJjedingungen der 
Maxwellschen Theorie. 
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Es ist aber wohl zu beachten, daß diese sechs Grenzbedingungen 
nicht unabhängig voneinander sind, wie aus unserer Herleitung 
derselben hervorgeht. Waren wir doch imstande, aus den vier 
Gleicliungen (I6l) mit Hilfe der Max well sehen Gleichungen 
die übrigen Grenzbedingungen abzuleiten. Die sechs Grenz- 
bedingungen der Maxwellschen Theorie sind also vier 
unabhängigen Bedingungen äquivalent. Dies ist ein Um- 
stand, dessen Bedeutung später hervortreten wird. 

33. Elektromagnetische Störungen in homogenen Iso- 
latoren. Wir wollen die Maxwellschen Gleichungen (A') und(B) 
für einen besonders einfachen Fall integrieren. Die Leitfähigkeit 
des betreffenden Mediums, das wir jetzt betrachten wollen, sei 0; 
dasselbe sei also ein vollkommener Isolator. Ferner sollen die Be- 
dingungen so gewählt werden, daß alle Kraftkomponenten nur von 
einer Koordinate, nämlich der ;r- Koordinate abhängig sind. Dann 
vereinfachen sich die Gleichungen (A') und (B) folgendermaßen: 

c dt dz ' 

s cY ^dL 

c dt dz ' 

c dt ^' 



(165) 



(166) 



c 


dL 

dt 


= 


dY 

dz ' 


c 


cM 

dt 


= 


dx 

cz 


c 


dN 
"dt 


« 


0. 



Wahre elektrische Ladungen sollen nicht vorhanden sein, magneti- 
sche existieren überhaupt nicht; also kommen noch die zwei Glei- 

, ,. ax , ar , dz dL , dM , dN ^ ,. 

chungenhinzu:^.f-^-f-^«-^ + -^--f-^^- = 0,dxe 

sich beide auf das letzte Glied: -x— = 0, -ö — *= reduzieren. N 

dz ' dz 

und Z sind demnach von #, ic, y, z imabhängig, also konstant. 
Wir können für das Folgende ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit N und Z = annehmen. 

Differenzieren wir die erste Gleichung (165) nach ^, so folgt, 
wenn wir rechts noch die Reihenfolge der Differentiationen ver- 
tauschen: 

j^aVX ___ d (dM\ d /dM\ 

c dt*"^ dt [dz ) dzKdtJ' 

dM 
dt 

9 



für 



können wir nun den Wert aus der zweiten der Glei- 
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] 



chungen (166) einsetzen, nämlich -^ « a — Dann erhalten 

wir die Beziehung: 

^^^^) c'"W dz' 

Genau ebensolche Gleichungen erhalten wir durch das nämliche 
Eliminationsverfahren für Y^ L^M. Wir können ims also darauf 
beschränken, die Gleichung für X zu diskutieren. Dieselbe hat in 
ihrem Bau eine gewisse Verwandtschaft mit der Gleichung (146) 
der Kondensatorentladung, die wir in Nr. 31 kennen gelernt 
haben: Sie ist linear, homogen und besitzt konstante Ko- 
effizienten. Sie unterscheidet sich aber wesentlich dadurch von 
(146), daß wir hier zwei unabhängige Variable {z^ t) haben, wo- 
gegen dort nur eine einzige (t) vorhanden war. Jedoch berech- 
tigen uns die übereinstimmenden Merkmale mit (146), auch hier 
das Integral in einer Exponentialfunktion zu suchen, wobei wir 
nur statt einer zwei unabhängige Variable einzuführen haben. 
Man kann also versuchsweise setzen: 

(168) X=.e«' + /*S 

wo a und ß noch zu bestimmende Konstante sind. In der Tat 
kann man auf diese Weise zum Ziele gelangen. Jedoch wollen wir 
hier zunächst einen anderen Weg einschlagen, indem wir setzen: 

(169) X^f{z — at), 

wo f eine ganz beliebige Funktion vom Argumente {z — a^), a eine 
noch zu bestimmende Konstante ist. 

Wir wollen zusel^en, ob und wann (169) ein Integral der 
Gleichung (167) darstellt. Zu diesem Zwecke haben wir die Aus- 

drücke -^ -g- und -^—^ zu bilden und in (167) einzusetzen. Wir 

erhalten zunächst: 

dX _ df{z---at) d{z^— at) ^ _ ^/ 
dt d{z-at) ' df ' ^' ' 

wenn wir mit f' die Ableitung nach dem Argument (z — ai) be- 
zeichnen. Ebenso erhalten wir: 
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a*x 



d*x 



Bei der Bildung von ^V^ erhalten wir: -^-^ 
Gleichung (167) eingesetzt, liefert: 

(170) 



«-= /*". Dies in die 






f", 



d.h. f(ß! — at) ist dann ein Integral von (167), wenn a = ± 



ist. Als allgemeines Integral folgt also: 

fi und f^ sind dabei, wie schon vorher bemerkt, zwei ganz beliebige 

c c 

Funktionen von z p= t resp. z H =^ t . 

ysii ysti 

Wir wollen beide Integrale f^ und ^g gesondert betrachten, um 
uns ihren physikalischen Sinn klar zu machen. Zunächst be- 
trachten wir 

Wir wollen darin der Zeit t zunächst den Wert erteilen, dann 

ist X^ == f^ (z) , d. h. eine willkürliche Funktion von z\ wir wollen 

/ = o 
uns dieselbe graphisch darstellen, indem wir z als Abszisse, X^ als 
Ordinate in einem kartesischen kir-r{ 

Koordinatensystem auftragen. In ^ ' ' 

Fig.28 stelle die Kurve den Funk- 
tionsverlauf f ür ^ = dar. Die 
Frage ist nun: Wie sieht Xj 
aus für andere, von verschie- 
dene Werte von t ? 

Die Antwort darauf können 
wir sehr leicht geben. Für ^? == 

z. B. hat Xi den Wert /i (0), der 

/=o 
in der Figur eingezeichnet ist. 
Denselben Wert /i(0) hat X^ 

immer dann, wenn z ^- . ^« ist, d.h., wenn das Argument nicht 

durch die speziellen Werte ;? = 0, < = auf den Wert gebracht 
wird, sondern dadurch, daß z und t der obigen Gleichung ge- 




Fig. 28. 



*^ 
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horchen. Für alle späteren Zeiten t gibt es also auf der positiven 

c 
;8f- Achse je einen Punkt, für den z = — = tj X^ also den näm- 

liehen Wert wie zur Zeit ^ = im Anfangspunkte hat. Wir 
können also sagen: der Wert /*i(0), der zur Zeit ^ = im Punkte 
e^O vorhanden war, ist für spätere und immer spätere Zeiten 
weiter und immer weiter auf der ;?- Achse fortgerückt. Und zwar 
braucht f^ (O), um an eine Stelle z zu gelangen, eine Zeit t^ die 
durch die Gleichung bestimmt ist: 

Mit anderen Worten: — — — ;= ist die Geschwindigkeit, mit der 

t Ysfi 

sich der Fimktionswert /'i(O) in Richtung der positiven ;ef- Achse 
fortpflanzt. 

Was wir hier für den Funktionswert/'i(0) nachgewiesen haben, 
gilt für jeden einzelnen Punkt der Kurve fi{z). Wir wollen z. B. 
für ^ = den Wert z =^ Zq ins Auge fassen; für diesen Wert des 
Arguments hat die Funktion die Größe /i(-2'o) - Dieser Wert findet 
sich zu späteren Zeiten t an solchen Stellen z vor, die der Glei- 
chung gehorchen: 

Z — — =: t =^ Zq^ 

ysii 

oder: 



c 
d. h. auch dieser Wert pflanzt sich mit der Geschwindigkeit -y^^ 

längs der positiven ;8r- Richtung fort. ^^^ 

Wir können nunmehr angeben, wie der Vorgang zeitlich ver- 
läuft: Zur Zeit ^ = stellt die Kurve in Fig. 28 den Zustand dar; 
jeder Punkt der Kurve rückt mit wachsendem t mit der nämlichen 

Geschwindigkeit -_:^ nach rechts; d. h. die Kurve verschiebt sich 

ungeändert und undeformiert mit dieser Geschwindigkeit 
nach rechts. Das ist ein Bild des zeitlichen Verlaufs. 

Betrachten wir nun X^^ f^lz + — _:^n. Hier ist der Ver- 
lauf genau ebenso, nur daß die Geschwindigkeit das negative Vor- 
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zeichen hat. Den durch die letztere Gleichung dargestellten Vor- 
gang erhalten wir also dadurch, daß wir die Kurve der Fig. 28 

c 
mit der Geschwindigkeit --=1 nach links verschieben. Im all- 

ysti 
gemeinen Falle lagern sich diese beiden Prozesse übereinander. 

Da der betrachtete Vorgang eine Abweichung vom statischen 
Zustande ist, so pflegt man ihn als eine „Störung" zu be- 
zeichnen. 

Was wir hier für X nachgewiesen haben, gilt in gleicher 
Weise für F, X, Jlf; denn alle diese vier Größen gehorchen ja der 
nämlichen Differentialgleichung. Wir erhalten so das wichtige 
Resultat: 

„Elektromagnetische Störungen pflanzen sich nach 

der Maxwellschen Theorie in Isolatoren mit der Ge- 

(» 
schwindigkeit — = fort." 
ysii 

Wir wollen jetzt den Fall annehmen, daß die bisher als be- 
liebig betrachtete Störung periodisch ist, d. h. daß nach be- 
stimmten Zeiten der ursprüngliche Wert der Störung sich wieder- 
holt. Das konmit darg^uf hinaus, daß wir für die bisher unbestimmte 
Funktion f periodische Funktionen, etwa Kosinus oder Sinus, oder 
auch, worauf wir schon vorhin geführt wurden, Exponential- 
funktionen mit imaginären Exponenten einfuhren. Gleichzeitig 
wollen wir nur solche Störungen betrachten, die sich nach einer 
Bichtung, nämlich der positiven ^'- Achse, fortpflanzen. Wir setzen 
also z. B.: 



(172 a) 



X = J. cos 

r = 5 cos 






Darin sind Ä^ B, a Konstante. Durch diese Werte von X und Y 
sind nun zufolge den Maxwellschen Gleichungen auch L und M 
bestimmt. Denn wir erhalten nach ihnen: 



f* dL 

c 



^ l^cosai-s: 7 -n i =^'- Basinalz 7=M, 

et dz \ \ y,^ )\ \ y,^ ;' 

---TT— = — ^— i^cosal ;8; F^M = + Äasmaiz- =^t) • 

c et dz \ \ Ysf, J\ ^ \ yeti ) 
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Durch eine einfache Integration nach t erhält man dann: 

M^ + Ä l/— cos a(z ^ t)' 



(172 b) 



Die Integrationskonstante kann hier fortgelassen werden, da es 
sich um periodische Vorgänge handelt, auf die der Wert dieser 
Konstante ohne Einfluß ist. 

Wir wollen nun den Charakter der Ausdrücke für die elek- 
trischen und magnetischen Komponenten, die wir in Gleichung (172) 
erhalten haben, diskutieren; wir können uns dabei auf das Glied 

cos a ( z T^^t) beschränken, da die hinzutretenden Faktoren 

\ V^i^ J 
unwesentlich sind. 

cos a (g ;=• A ist eine Funktion, die sowohl in bezug 

auf die Zeit t als auch in Hinsicht auf z periodisch ist; d. h. 
nach gewissen Abschnitten der Zeit t und der Länge z kehrt der- 
selbe Funktionswert wieder. 

Wir wollen z zunächst konstant halten ; t soll um einen solchen 
Betrag T wachsen, daß der Kosinus trotzdem ungeändert bleibt. 
Wir haben dann: 



cos 



''{^-vr,*) = '''''{'-W,^' + ^^y 



acT 
d. h. der Zuwachs des Argumentes, nämlich der Ausdruck — = 

muß gleich 2n sein, damit diese Gleichung erfüllt ist; also: 

oec ' ^ 

1 ist die sogenannte Schwingungsdauer des Vorganges; 

1 ac 

^ 2nytiL 

heißt die Schwingungszahl. 

Nunmehr wollen wir t konstant halten und z um eine solche 
Größe X variieren, daß der Kosinus wieder ungeändert bleibt; 
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1 



dann haben wir wie vorher: 



a ^ = 2 TT ; ^ = 



2n 



X nennt man die Wellenlänge des Vorganges. Man kann sich 
nun den Prozeß sehr leicht anschaulich machen ; wir nehmen, wie 
vorhin im allgemeinen Falle, zunächst < = an. Dann wird 
z. B. X== ÄQo^aZ'^ das ist 
eine wellenförmige Kurve, 
die in Fig. 29 dargestellt ist. 
Für alle anderen Zeiten 
erhalten wir genau wie vor- 
hin den Zustand, wenn wir 
diese Kurve mit der Ge- 

schwindigkeit —= nach 

rechts verschieben. Man 
nennt einen solchen Vor- 
gang eine „Wellenbewe- 
gung". 

Zwischen T und l besteht eine Beziehung, die wir durch 
Elimination von a aus den entsprechenden Gleichungen erhalten: 




Fig. 29. 



T=^vr,: 



1^ 

n 



also: 

(173) 






y«^ 



(174) 



^3^ 



das ist die bekannte Beziehung aller Wellenbewegungen. Wir 
können nun in die Gleichungen (172) für X, Y, i, Jf die 
Begriffe T und X einführen und erhalten dann, nach leichten 
Zwischenrechnungen : 



X=^cos27r(y~y), r=jBcos27t(^-y), 

Z=-^]/Icos2.(^^|), JJf=^l/^cos2.(A-l). 



Für das Folgende ist es wichtig, zu bemerken, daß das Vor- 
zeichen der magnetischen Kraftkomponenten sich um- 
kehrt, wenn in dem Argument das Plus-Zeichen ge- 
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nommen wird, d. h. die betrachteten Wellen sich in der Richtung 
der negativen ;?- Achse fortpflanzen sollen. Die Gleichungen (174) 
lehren folgendes: Nach der Maxwellschen Theorie ist die 
Möglichkeit von elektromagnetischen Wellen in Isola- 

€ 

toren gegeben, die sich mit der Geschw^indigkeit —^ 
fortpflanzen. 

Und zwar ersehen wir aus (174), daß es Trans versal- 
Wellen sind; denn während die Fortpflanzung der Welle 
längs der ^-Richtung vor sich geht, beteiligen sich an der Wellen- 
bewegung nur die zur jS'-Achse senkrechten Komponenten der 
elektrischen und magnetischen Kräfte. 

Ferner läßt sich leicht nachweisen, daß die Richtungen der 
elektrischen und magnetischen Kraft in unserem Falle ebenfalls 
einen rechten Winkel miteinander bilden. Zu diesem Zwecke be- 
achten wii-, daß X, F, Z resp. i, üf, N proportional den Richtungs- 
kosinus der elektrischen resp. magnetischen Kraft sind; der Aus- 
druck (XL + YM + ZN) ist also proportional dem Kosinus des 
Winkels zwischen ® und ^. Nun ist in dem von uns untersuchten 
Falle Z = JV^=- 0; ferner ist nach (174) XL + YM^ 0; d. h. 
@ senkrecht zu ^, was zu beweisen war. 

Ferner wollen wir noch die elektrische und magnetische Energie 
pro Voiumeinheit berechnen, die durch die Welle in dem Isolator 
erzeugt wird. Es ist nach den Gleichungen (66) und (85): 

^- = i. ®'= ^(^^ + ^*) - ^(^^ + ^^)<'-^2.(A-f), 

Also Jß^ei. = -S^mgn., d. h. bei unseren Wellen ist die elek- 
trische Energie gleich der magnetischen. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Wellen geht un- 
mittelbar aus der Betrachtung der Gleichungen (174) hervor: 
zwischen der elektrischen und magnetischen Kraft besteht keine 
Phasendifferenz. Wenn in einem Augenblicke an einer be- 
stimmten Stelle die elektrische Kraft ihren Maximalwert hat, so 
hat es auch im nämlichen Augenblick an der nämlichen Stelle des 
Raumes die magnetische Kraft. Dies bezieht sich jedoch nur auf 
fortschreitende Wellen in Isolatoren, wie wi4 sie hier ja be- 



Digitized by VjOOQIC 



f 



Energie elektromagnetischer Wellen 139 

trachtet haben; wir werden später Fälle kennen lernen, in denen 
zwischen der elektrischen und magnetischen Kraft Phasendifferenzen 
auftreten. 

34. Elektromagnetische Lichttheorie. Das in voriger 
Numfner erhaltene Resultat ist von größter Bedeutung für die 
Theorien der Elektrodynamik. Denn hier unterscheidet sich die 
Max well sehe Theorie grundsätzlich von den früheren. 

Man erkennt sofort, daß die Existenz von Transversalwellen 
aufs Engste zusammenhängt mit der Max well sehen Hypothese 
vom Verschiebungsstrom. Denn die linken Seiten der Glei- 
chungen (165), aus denen wir unser Resultat abgeleitet haben, 
sind ja proportional den Komponenten des Yerschiebungsstromes. 
Leugnen wir also die Existenz der Verschiebungsströme, so 
können wir nicht zur Gleichung (167), der Wellen gleichung, 
gelangen. 

Die Existenz elektromagnetischer Transversalwellen 
in Isolatoren ist also ein direkter Beweis für die Existenz 
der Verschiebungsströme. 

Zur Zeit Maxwells (1865) waren auf elektrischem Wege 
erzeugte Wellen in Isolatoren unbekannt; die Einführung der Yer- 
schiebungsströme war also eine reine Hypothese, die durch keinerlei 
experimentelle Ergebnisse gestützt werden konnte. Aber Maxwell 
besaß wissenschaftliche Kühnheit genug, um sich dadurch nicht 
zurückschrecken zu lassen; ja, er behauptete sogar zuversichtlich, 
daß es solche Transversal wellen wirklich gäbe, daß nämlich 
die Lichtwellen solche elektromagnetische Wellen seien, 
wie seine Theorie sie fordere. Prüfen wir diesen Gedanken, 
indem wir zunächst nach der Geschwindigkeit fragen, welche elektro- 
magnetische Wellen nach der Max wel Ischen Theorie im reinen 
Äther haben müssen. Wir erhalten, da für das Vakuum £ = ^ = 1 
ist, v = c; c ist dabei diejenige Konstante, welche, wie wir in 
Nr. 25 gesehen haben, die quantitativen Beziehungen zwischen 
dem elektromagnetischen und elektrostatischen Maßsystem regelt ; 

nach Kohlrauschs und Webers Bestimmung ist c = 3 • 10^^— , 

d. h. gleich der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Dies ist natürlich 
ein für die Max wel Ische Theorie äußerst günstiges Resultat; ja, 
wie wir schon früher hervorgehoben haben, hat gerade der Um- 
stand, daß c damals von Kohlrausch und Weber gleich der 
Lichtgeschwindigkeit gefunden wurde, Maxwell zu seiner Er- 
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Weiterung der Gleichungen der Elektrodynamik durch Einfahrung 
der Verschiebungsströme geführt. 

Gehen wir nun zu einem anderen Dielektrikum über, so ist 
nach der Maxwell sehen Theorie die Geschwindigkeit der Trans- 

c 
Versal wellen t; = - ; also das Geschwindigkeits Verhältnis zwischen 

dem Vakuum und diesem Isolator: 

oder, da wir aus dem zweiten Kapitel wissen, daß für die meisten 
Körper (mit Ausschluß der ferromagnetischen, die als Leiter hier 
sowieso nicht in Betracht kommen) fi nahezu gleich 1 ist: 

(175) -^=1/7. 

In der Optik pflegt man das Verhältnis der Lichtgeschwindigkeiten 
im Vakuum und einem anderen Medium den absoluten Brechungs- 
exponenten V dieses Mediums zu nennen; ist also Maxwells An- 
schauung von der elektromagnetischen Natur der Lichtwellen 
richtig, so sollte man erwarten, daß: 

(176) v2 = 6, 

d. h. das Quadrat des Brechungsexponenten gleich der 
Dielektrizitätskonstante wäre. Diese fundamentale Gleichung 
trägt den Namen „Maxwellsche Relation". 

Damit steht in engem Zusammenhange eine zweite Folgerung 
der M a X w e 11 sehen Theorie. Betrachten wir die Gleichungen (l 74) 
der vorigen Nummer, die ja ein Integral der Wellengleichung (167) 
sind, so sehen wir, daß die Wellen der elektrischen und magne- 
tischen Kraft sämtlich konstante Amplituden besitzen, während sie 
das Dielektrikum durcheilen. Da nun die Intensität der Wellen 
proportional dem Quadrat der Amplitude ist (man vergleiche die 
Ausdrücke flir die elektrische und magnetische Energie am Schluß 
der vorigen Nummer), so sagt dies, daß die Intensität der Wellen 
beim Hindurchgang durch einen Isolator ungeändert bleibt. In 
der Sprache der Optik heißt das: „Alle Isolatoren sind nach 
der Maxwellschen Theorie durchsichtig; es gibt in ihnen 
keine Absorption." 

Maxwell selbst war kaum imstande, die Beziehung zwischen 
dem Brechungsindex und der Dielektrizitätskonstanten zu prüfen; 



1 



Digitized by VjOOQIC 



I 



Maxwellscbe Relation. 141 



denn zu seiner Zeit lag über Dielektrizitätskonstanten nur ein 
äußerst dürftiges Beobachtungsmaterial vor, welches heute jedoch 
in ausreichendem Maße zur Verfügung steht. Aber während bei 
manchen Stoffen die Max well sehe Beziehung überraschend erfüllt 
ist, finden sich bei den meisten Substanzen so eklatante Ab- 
weichungen, daß man von einer Bestätigung der Gleichung in dem 
Sinne, daß das Quadrat des optischen Brechungsindex gleich der 
Dielektrizitätskonstante ist, nicht reden kann. Ebenso steht es 
mit der Forderung der Durchsichtigkeit: sie ist für manche Stoffe, 
z. B. die Gläser, Steinsalz, Bergkrystall usw. vollkommen erfüllt; 
andere vorzügliche Isolatoren dagegen, z. B. Hartgummi, Paraffin, 
sind vollkommen undurchsichtig. 

Eine eingehendere Diskussion zeigt auch sofort, daß eine 
strenge Gültigkeit der Max well sehen Gleichung für Lichtwellen 
gar nicht zu erwarten ist. Denn die Dielektrizitätskonstante ist, 
wie die Messungen beweisen und die Theorie es fordert, eine wirk- 
liche Konstante, während der Brechungsindex dies keineswegs ist^ 
sondern sich vielmehr mit der Wellenlänge ändert. Darauf beruht 
ja gerade die Möglichkeit der Zerlegung des weißen Lichtes in 
ein farbiges Spektrum. Es kann also dieser variable Brechungs- 
index gar nicht gleich der Wurzel aus der Dielektrizitätskonstante 
sein. Bestände umgekehrt die Max well sehe Beziehung zu Recht, 
so müßte man folgern, daß der Brechungsindex ebenfalls unab- 
hängig von der Wellenlänge wäre, daß also in Isolatoren keine 
Farbenzerstreuung oder Dispersion existieren kann. 

Es ist erklärlich, daß unter diesen Umständen die Maxwellsche 
Theorie zunächst nicht viele Anhänger gefunden hat. Dennoch 
darf man aus der Nichtbestätigung der Maxwellschen Gleichung 
v^= € nicht schließen, daß Maxwells Anschauungen über die 
elektromagnetische Natur des Lichtes falsch oder widerlegt seien. 
Denn es können die Lichtwellen sehr wohl elektromagnetische 
Wellen sein, ohne daß die speziellen Ansätze der Maxwellschen 
Gleichungen exakt richtig sind. Dementsprechend erinnern wir 
uns dessen, was wii- bei Einführung des Begriffes der Dielektrizitäts- 
konstante über diese Größe in Nr. 11 gesagt haben: wir mußten 
dort konstatieren, daß durch Einführung dieser Körperkonstante 
gefordert werde, daß alle Körper homogen in den kleinsten 
Teilen seien, eine Forderung, die wir bereits damals als be- 
denklich und als nicht streng richtig bezeichnen mußten. Eine 
vollkommen exakte Theorie müßte vielmehr der durch viele andere 
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Tatsachen geforderten atomistischen Struktur der Materie Reohnung 
tragen. Es liegt nun bei dieser Sachlage nahe, die Nichterfüllung 
der Maxwellschen Relation auf die Inhomogenität der Materie 
zu schieben, die sich bei optischen Phänomenen demnach bemerkbar 
machen würde. Dies ist auch von vornherein nicht unwahr- 
scheinlich; denn die Lichtwellen sind so kleine Größen (400 — 800 
Milliontel Millimeter), daß bei Anlegung eines so kleinen Maßstabes 
an die Materie wohl eine Inhomogenität derselben erwartet werden 
kann. Wenn diese Erwägung zutrifft — wir wollen vorgreifend 
bemerken, daß die Forschung der letzten Jahre sie durchaus 
bestätigt hat — , so sollte man erwarten, daß die Max well sehe 
Theorie besser zuträfe, wenn man einen größeren Maßstab anlegte, 
d. h. mit größeren Wellen Versuche machte. Gäbe es Lichtwellen 
von etwa ein Meter Länge, so wäre zu erwarten, daß das Quadrat 
des Brechungsindex dieser Wellenlänge gleich der Dielektrizitäts- 
konstante sein würde ; denn bei Anlegung eines ganz großen Maß- 
stabes, also gewissermaßen „makroskopisch" betrachtet, macht 
die Materie ja in der Tat den Eindruck der Homogenität. 

Ein Beispiel mag diesen Sachverhalt näher erläutern: Denken 
wir uns auf einer Wasseroberfläche einen Baumstamm schwimmend. 
Erregen wir nun kleine Wasserwellen, etwa durch Hineinwerfen 
eines Steines, so bildet der Baumstamm, der ja viel größer oder 
doch von derselben Größenordnung ist wie die Wellen, für die- 
selben ein erhebliches Hindernis: sie werden von demselben re- 
flektiert, als ob er ein vollkommen festes Hindernis wäre, kurz, 
sie werden in ihrer freien Ausbreitung empfindlich gestört. Da- 
gegen würde ebenderselbe Baumstamm für Meereswogen von 20 
bis ÖO Meter Länge in keiner Weise hinderlich sein: er würde 
von den Wogen einfach mitgehoben und mitgesenkt werden, aber 
die Wellen würden im wesentlichen ungestört weitergehen. 

So ist es auch mit den Ätherwellen: für kleine Wellen von 
der Größenordnung der Lichtwellen bilden die Atome oder Mole- 
küle, die die Inhomogenität der Materie hervorrufen, erhebliche 
Hindemisse; wir dürfen uns nicht wundem, daß wir, auch im 
Falle der Richtigkeit der elektromagnetischen Theorie des Lichtes, 
bei Lichtwellen die einfachen Folgerungen der Maxwellschen 
Theorie nicht bestätigt finden. Diese Nichtbestätigung beweist 
deshalb zwar, daß die einfachen Ansätze der Maxwellschen 
Theorie der Elektrodynamik hier nicht mehr zutreffen, ist aber 
keineswegs ein Gegenbeweis gegen die elektromagnetische Nattor 
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der Lichtwellen. Die Richtigkeit oder Unrichtigkeit dieser letzteren 
kann demnach im allgemeinen nur erwiesen werden durch Ver- 
suche mit langen Wellen. Nur in einem einzigen FaDe kann man 
anch mit Licht wellen daran denken, die Maxwellsche Beziehung 
y* = f zu prüfen, nämlich bei Körpern, die eine sehr geringe, 
praktisch vernachlässigbare Dispersion besitzen, bei denen 
der Brechungsindex also sehr wenig mit der Wellenlänge variiert. 
Solche Körper finden wir aber unter den Gasen; bei ihnen 
darf man im Falle der Richtigkeit der elektromagnetischen Licht- 
theorie erwarten, daß die Maxwellsche Beziehung erfftllt ist. 
Boltzmann hat diese Untersuchung bei einer Reihe von Gasen 
durchgeführt. Seine Resultate sind in der folgenden Tabelle ent- 
halten; als Brechungsindex ist derjenige für gelbes Licht (D-Linien) 
genommen : 

Substanz i v I )/« 

i! I 

Luft I 1,000 294 I 1,000 295 

Kohlensäure 1,000 449 ' 1,000 473 

Wasserstoff ,| 1,000138 1,000132 

Kohlenoxyd '| 1,000 846 i 1,000 345 

Stickoxydul Ij 1,000 603 ' 1,000 497 

Sumpfgas ': 1,000 443 1,000 472 

Die vorzügliche Übereinstimmung zwischen v und Ye ist als ein 
erster Beweis für die Richtigkeit der elektromagne- 
tischen Lichttheorie und der aus ihr abgeleiteten Max- 
wellschen Relation zu betrachten, nameutlich, da diese Gase 
auch sämtlich durchsichtig sind. 

Natürlich war es wünschenswert, diese Beweise zu häufen, 
imd es blieb dann nichts anderes übrig, als elektromagnetische 
Wellen von größerer Länge herzustellen, etwa ein Meter lang. 
Dies scheint nun zunächst gar keine Schwierigkeiten zu machen : 
denn wir haben ja zu diesem Zwecke nur an irgendeiner Stelle 
des Raumes, etwa durch eine Kondensatorentladung, periodische 
Störungen des Gleichgewichts herzustellen; von diesem Zentrum 
breiten sich dann nach allen Richtungen elektromagnetische Wellen 
aus, falls. eben die Maxwellsche Theorie zutrifft. 

Aber so einfach ist die Sache nicht; denn die Kondensator- 
sehwingungeu, die man bis dahin kannte, haben eine Schwingungs- 
dauer von etwa 10~^ bis 10"^ Sekunden. Daraus ergibt sieh 
eine Schwingungszahl « = 10^ oder 10^. 
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= I 

Rechnen wir nun unter Zugrundelegung der Maxwellschen 
Theorie die dieser Schwingungszahl entsprechende Wellenlänge 
im Vakuum aus. Nach (173) ist c == w^; also: 

c 3. 10*0 3 10" 

^==¥^10— "^«P- ="To-^5 
d.h. 

iL =» 3 • 10^ cm resp. ^ = 3 • 10^ cm. 

Eine Schwingung von 10^ Wechseln pro Sekunden würde also eine 
Wellenlänge von 3000 Metern, eine solche von 10^,. Wechseln, 
eine Wellenlänge von 300 Metern hervorbringen. Man sieht sofort 
ein, daß man mit so großen Wellen nicht experimentieren kann, 
da ja für Brechungs-, Reflexions versuche und dergl. Linsen imd 
Spiegel angewendet werden müßten, die noch viel größer wie die 
Wellenlängen sind. Außerdem aber — und das ist das Wich- 
tigste — hatte man eben zu jener Zeit noch gar nicht. die Über- 
zeugung von der Richtigkeit der Maxwellschen Anschauungen. 
Denn so wertvoll auch die oben erwähnten Boltzmannschen 
Versuche sind, so waren ihrer doch zu wenig, als daß man allein 
daraufhin die Maxwellsche Theorie akzeptiert und die alte ver- 
lassen hätte. 

Notwendig war die Herstellung von so raschen Schwingungen, 
daß man nach der Maxwellschen Theorie Wellen von aller- 
höchstens einigen Metern erhalten mußte, deren Vorhandensein 
im Räume eines Zimmers bequem nachgewiesen werden konnte. 
War erst die Existenz von solchen durch elektrische Schwingungen 
erzeugten Wellen nachgewiesen, so bekamen dadurch allein schon 
die Boltzmannschen Versuche und die elektrische Lichttheorie 
ein anderes Gewicht; denn in diesem Falle war eine Forderung 
der Maxwellschen Theorie der Elektrodynamik richtig, die Un- 
zulänglichkeit der alten Theorie in diesem Punkte war be- 
wiesen. Um so wahrscheinlicher wurde es dann, daß auch die | 
Lichtwellen nichts anderes als sehr kleine elektrische Wellen 1 
waren. Mit diesen Wellen konnte man dann auch die Forderung ; 
der elektromagnetischen Lichttheorie prüfen, daß v^ = f sein j 
sollte. j 

Man erkennt aus dieser Darlegung die ungeheure .Bedeutung, ! 
die die Herstellung elektrischer Wellen von ca. ein Meter Wellen- 
länge für die Theorie der Elektrodynamik besaß. Heinrich ! 
Hertz hat das große Verdienst, in den Jahren 1888 und 1889 



Digitized by VjOOQIC 



Hertzsche Wellen. 145 



solche Wellen zuerst realisiert zu haben; die Forderung der Max- 
wellschen Theorie, daß es solche Transversalwellen im Äther 
und überhaupt in allen Isolatoren gäbe, war damit bewiesen. Da- 
mit nicht genug: Hertz zeigte, daß diese Wellen reflektiert, 
gebrochen, gebeugt, polarisiert werden können wie 
Lichtwellen. Es zeigte sich auch endlich, daß für solche 
Wellen in aller Strenge die Maxwellsche Relation erfüllt 
ist. Das eklatanteste Beispiel hierfür ist wohl das Wasser. Cohn 
und Arons bestimmten seine Dielektrizitätskonstante zu 81; sein 
optischer .Brechungsindex ist gleich 1,333. Eine größere Diskrepanz 
ist kaum denkbar ! Aber durch zahlreiche Messungen ist bewiesen, 
daß für Wellen von ein Meter Länge und überhaupt für elek- 
trische WeDen im engeren Sinne der Brechungsexponent des 
Wassers gleich 9 ist, so daß in der Tat das Quadrat desselben 
gleich der Dielektrizitätskonstante ist. Wie bei Wasser, so über- 
haupt allgemein: Für diese langen Wellen ist das Quadrat 
des Brechungsindex identisch mit der Dielektrizitäts- 
konstante. Es ergiebt sich daraus, daß der Brechungsindex im 
Gebiete der elektrischen Wellen konstant und unabhängig 
von der Wellenlänge ist. Und endlich sind für die elektrischen 
Wellen alle Isolatoren durchsichtig, auch diejenigen (Hart- 
gummi, Paraffin), bei deneo das im sichtbaren Gebiete nicht der 
Fall ist: für elektrische Wellen zeigen die Isolatoren also 
weder Dispersion noch Absorption. 

Es treffen also hier die Anschauungen der Maxwellschen 
Elektrodynamik im allgemeinen und der elektromagnetischen 
Lichttheorie im besonderen vollkommen zu: an dem elektro- 
magnetischen Charakter des Lichtes ist kein Zweifel 
mehr möglich, obwohl im Gebiete der Lichtwellen die einfachen 
Gesetzmäßigkeiten durch Nebenumstände nicht erfüllt sind. Der 
Grrund dafür liegt lediglich daran, daß hier die lohomogenität der 
Materie sich bemerkbar macht: für die Optik der sichtbaren 
Wellen (und a fortiori der noch kleineren ultravioletten Strahlen) 
bedarf die Maxwellsche Theorie einer Erweiterung, welche der 
atomistischen Struktur der Körperwelt Rechnung trägt. Diese 
Erweiterung liefert die sogenannte „Dispersions theorie", auf 
die wir uns ein Eingehen versagen müssen, weil dies außerhalb 
des Rahmens dieses Buches liegt. 

Bezüglich der Hertz sehen Versuche soll hier noch kurz er- 
wähnt werden, wie die Wellen von etwa ein Meter Länge her- 

Schaefer, Maxwellsche Theorie. 10 
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gestellt WTirden. Es waren hierzu Schwingungen von einer Schwin- 
gungszahl 3 • 10® notwendig, d. h. 100 bis 1000 Mal schneller 
wie die bisherigen Kondensatorentladungen. Nun ist, wie aus 
Formel (150) der Nr. 31 hervorgeht, für eine solche die Schwin- 
gungsdauer: 

n c ^ ' 

um kürzere Perioden T zu erhalten, hat man also Selbstinduktion L 
und Kapazität C entsprechend zu verkleinern. Dieser Gedanken- 
gang hat Hertz zur Konstruktion seines „Erregers" gefuhrt, der 

schließlich nur noch aus einem 
von einer Funkenstrecke durch- 
brochenen Metallstabe mit klei- 
nen Kugeln an den Enden be- 
steht, wie es Fig. 30 darstellt. 
Die beiden Hälften des Sta- 
bes werden mit den Polen eines 



o 



Fig. 30. 



O 



Induktoriums verbunden. Die Entladung ist oszillatorisch mit der 
verlangten raschen Periode. Wegen genauerer Details sei der 
Leser auf die einschlägigen Spezialwerke, z. B. auf „von Geitler, 
Elektrische Wellen", Vieweg u. S. 1905, und andere verwiesen. 

35. Theorip der Beflexion und Brechung elektro- 
magnetisoher Wellen an Isolatoren. Wir wollen, in spezieller 
Ausführung der Gedanken der vorigen Nummer, dazu übergehen, 
aus der Maxwell scheu Theorie die Gesetze der Reflexion und 
Brechung des Lichtes abzuleiten. 

Wir gehen zu dem Zwecke aus von den allgemeinen Maxwell - 
sehen Gleichungen für Isolatoren; die Existenz elektrischer Ladungen 
in den letzteren schließen wir aus. Wir haben dann: 
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Die erste der Gleichungen (A^) differentieren wir nach t und ver- 
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tauschen recbts die Reihenfolge der Differentiationen. Dann er- 
halten wir: 

c "dt\ dy dt dz dt" 

Die Werte von a und -^ setzen wir aus der zweiten und 
dritten der Gleichungen (B) ein ; dann folgt : 

c* dt^ '^ dy \dy dx) dz \dx dz) 

ay* "^ a^* dxdy dxd'z' 

Die rechte Seite dieser Gleichung bringen wir durch Addition und 

d*X 
Subtraktion von ^, auf die folgende bequemere Foim: 

Biid*x d^x a'x , a'x d /dx dY dz\ 

c» dt* "" dx* "^ ay* "^ a^f* "^ aa; va« "^ ay "^ a^?/ ' 

Darin fällt nach (C) der letzte Term fort; wir haben also (das- 
selbe Resultat folgt für alle Komponenten X, F, Z, X, Jlf, -^T): 

Der Leser wird bemerken, daß die hier vorgenommene Rechnung 
nur eine Verallgemeinerung der im Anfang der Nr. 33 ausgeftihrten 
ist; wenn wir X von x und y als unabhängig annehmen, geht in 
der Tat die letzte Gleichung über in die Gleichung (167). 

Die Integrale von (177) werden demgemäß auch Verall- 
gemeinerungen der in den Gleichungen (172) enthaltenen Inte- 
grale von (167) sein. 

Wir wollen also versuchsweise setzen: 

X == ^ cos 27t (-ji =f y) 
oder bequemer: 
(177a) X~Äe*''*i^'^^), 

WO r den Abstand des Punktes, in dem wir den Zustand betrachten, 

10* 
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vom Koordinatenanfangspunkt, T die Periode, X die Wellenlänge 
bedeuten. Nach Analogie der Gleichung (172) stellt (177 a) eine 
Welle dar, die sich in der Richtung der Geraden r vom Anfangs- 
punkt fortbewegt, wenn das Minuszeichen im Argument der 
Exponentialfunktion genommen wird, sich dagegen auf den An- 
fangspunkt hinbewegt, wenn das Pluszeichen gelten soll. Die 
Projektionen von r auf die Koordinatenachsen sind resp. x, ^, z\ 
nennen wir die Winkel, die r damit bildet, resp. a, /S, y, so können 
wir setzen: 

(178) r = j; cos « + y cos /3 + jer cos y. 

Wir wollen die weiteren Rechnungen an die Exponentialform von 
(177a) anschließen. Durch zweimalige Differentiation nach t folgt: 
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d'x 
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t 
X 


cos2/3, 



__ = __Xcos«y 

Setzt man diese vier Ausdrücke in (177) ein, so erhalten wir als 
Bedingung, daß (17 7 a) ein Integral von (177) darstellt, die Be- 
ziehung: 

tu ^ — 1- 

1 c* 

Da Y« ^ *^^' — *^ ^^ ^^^' ^^ ^^^ ^^® letzte Gleichung identisch 

mit der bekannten Beziehung, die für alle Wellenbewegungen 
gilt: V = nl, die wir schon früher in Gleichung (173) erhalten 
haben. Da diese Beziehung also erfüllt ist, ist der Ansatz (177 a) 
ein brauchbares Integral unserer Differentialgleichung. 

Man erkennt, wie wir schon vorhin hervorgehoben haben, 
leicht, daß in der Tat die Ausdrücke (172) nur spezielle Fälle 
unseres jetzt gewonnenen allgemeineren Integrals bilden. In letz- 
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terem wollen wir nun für r seinen Wert einsetzen ; es ist dann : 



^ / t — X cos a + y CO» ft + z C08 y \ 



(179) 

Der Ausdruck x cos a + y cos /3 + ;2f cos y ^ r ist nun aber, wie 
aus den Elementen der analytischen Geometrie bekannt ist, die 
Gleichung einer Ebene, und zwar in der sogenannten Hesseschen 
Normalform; man erkennt also, daß zu einer gegebenen Zeit för 
alle Punkte dieser Ebene X imd natürlich auch alle übrigen 
Komponenten denselben Wert haben. Man nennt deshalb die 
durch (179) dargestellte Welle eine ebene Welle, die Ebene 
X cos a + ycosß + zcosy = r^ resp. jede zu dieser parallele Ebene 
die Wellen fläche. Der senkrechte Abstand dieser Ebene vom 
Anfangspunkt ist gleich r; da die Fortpflanzung der Strahlung in 
dieser Eichtung erfolgt, so ist die Fortpflanzungsrichtung senkrecht 
zur Wellenfläche; die Normalen 
der letzteren bezeichnet man da- 
her als die „Strahlen". 

Wir wollen nun solche Wel- 
len auf die ebene Grenzfläche 
zweier Isolatoren auffallenlassen. 
Der erste Isolator sei das Va- 
kuum (f = |Lt == l), der zweite 
sei durch die Konstanten 6, fi= 1 
charakterisiert. 

Die Trennungsfläche beider 
Medien legen wir in die xy- 
Ebene; als Einfallsebene wählen 
wir die ic;?- Ebene, die in Fig. 31 
in die Papierebene gelegt ist. 

Oberhalb der x- Achse ist das Vakuum, unterhalb derselben das 
zweite Dielektrikum. 

Wir haben dann zu unterscheiden: l) die einfallende, 2) die 
reflektierte, 3) die ins zweite Medium eintretende gebrochene Welle. 

Wir fassen drei Punkte 0, O', 0" ins Auge, in den Ent- 
fernungen r, Tj r' vom Zentrum. 

Nach unseren Vorbemerkungen (man vergleiche speziell Glei- 
chung (177 a)) können die drei Wellen in der Form geschrieben 
werden (wir schreiben nur die a;-Komponente der elektrischen 
Kraft hin): 




Fig. 31. 
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(180) 



Ae 



%ni 



X, = Bc 



ini 



X^-Ce 



%ni 






Tg, lg bedeuten dabei Schwingungsdauer und Wellenlänge des 
einfallenden Strahls; die übrigen Bezeichnungen werden danach 
ohne weiteres verständlich sein. Für die Grenzfläche, die bei 
unserer Anordnung mit der xy -'Ebene zusammenföUt , d. h. für 
^===0, gelten nun die Grenzbedingungen der Max well sehen 
Theorie. Da, wie früher hervorgehoben, diese sechs Gleichungen 
vier unabhängigen äquivalent sind, so wählen wir diejenigen 
aus, welche die Stetigkeit der tangentiellen Komponenten (in un- 
serem Falle X, Y, />, M) aussprechen. Für = sind also die 
Bedingungen zu erfüllen: 

oder, da X^ (und entsprechend die übrigen Komponenten im 
ersten Medium) sich aus der einfallenden und reflektierten Welle 
zusammensetzen : 



(181) 



r, + r, = r,, 






9' 



Nun müssen wir in (180) für die Größen r, /, r" ihre Werte nach 
(178) einsetzen. Nennen wir die Winkel, welche die drei Strahlen 
mit der 0- Achse macheo, resp. qp, q>\ 9", so ist nach Figur 31 : 

r = — a; sin qp + ^ cos qp , 

(182) r = ajsinqp' +5? cos 9', 

r" = X sin q>' — z cos q/' . 

Dann ergeben die Grenzbedingungen z. B. für X: 

I t X9inq>\ « ./ ^ xaincp'X « / ^ a;8ing»''\ 



(183) Ae 



Entsprechende Gleichungen gelten auch für Y, X, M. 

Diese Gleichung fordert, daß die Summe zweier Exponential- 
funktionen gleich einer dritten sein soll. Eine solche einfache 
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lehung kann aber nur in dem Falle bestehen, wenn die Expo- 
ien sämtlicher drei Funktionen gleich sind. Es ergibt sich also: 



* 


a; sin qp t 


X sin qp' t 


ajsinqp 


Te 


le ^ Tr 


Ir Tg 


h 



da diese Beziehungen für jeden Punkt der Grenzfläche, d. h. 
jeden Wert von x und y gelten müssen, so können diese 
chungen nur dadurch erfüllt werden, daß: 



(184) 



1) T^^T^^T^=^T, 
2) 



sm qp sm qp sm qp 

Xe Xr Xg 



sind, d. h. die reflektierten und gebrochenen Wellen haben die 
nämliche Periode T wie die einfallende. Nun ist für die Wellen 
im ersten Medium (nämlich die einfallende und reflektierte) die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit v = c ; für die gebrochene Welle 

dagegen v = — = • Andrerseits gilt für jede Wellenbewegung das 



Gesetz: 
■3) 




« 


V ^ nX ^ 


X 

T' 




r die einfallende Welle gibt dies: 


c = ^ , für die reflektierte 


lUe: 


c = rw ^ für die gebrochene 


Welle: -^: = 


Y • Daraus 


rt weiter, daß: 
(5) 




f ^. = *r = 




zen 


wir dies in 


die zweite Gleichung (184) ein, 


so folgt: 






sinqp 

X 


sin qp' 6 


TV^' 





beiden ersten Gleichungen ergeben also, daß: 

# 

L der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallswinkel. 
kS ist das Beflexionsgesetz. 



Digitized by VjOOQIC 



152 Kapitel V. Elektrische Wellen. 

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt endlich: 
(187) - — ^ = y7 =1/, (v = Brechungsindex) , 

d.h. der Sinus des Einfallswinkels dividiert durch den 
Sinus des Brechungswinkels ist konstant, und zwar 
gleich dem absoluten Brechungsindex der betreffenden 
Substanz; das ist das Snelliussche Brechungsgesetz. 

Damit haben wir einen Teil unserer Aufgabe gelöst; es er- 
übrigt noch, die Amplituden der reflektierten und gebrochenen 
Wellen in ihrem Verhältnis zu der Amplitude der einfallenden 
Welle zu bestimmen. Diese Aufgabe wollen wir hier nur für 
einen ganz speziellen Fall lösen: die Wellen sollen senkrecht auf 
die Trennungsflächen der beiden Medien auffallen, d. h. sich parallel 
der 5? -Achse fortpflanzen. 

Da in diesem Falle alle vorkommenden Komponenten nur von 
der 2f- Koordinate abhängen, so haben wir hier die vereinfachten 
Gleichungen (165) und (166) der Nr. 33 anzuwenden; wir wissen 
bereits, daß dann Z == TV" = ist. 

X, F, i, M haben dann die Form, »wie wir sie in den Glei- 
chungen (172) gefunden haben; nur wollen wir hier wieder die 
Exponentialform vorziehen. 

Wir setzen demgemäß für die einfallenden Wellen: 

\T^ XJ Y ^ TP ,, \T^ Xj 



X,= E,e \^ ^/, r, == E,c 



'2^ » 






wenn E^ und E^ an Stelle von Ä und B gesetzt werden, um an- 
zudeuten , daß es die Amplituden der einfallenden Welle sind ; 
6 =« fi — 1, weil Medium 1 das Vakuum ist; das Pluszeichen im 
Argument ist gewählt, weil die Wellen sich auf den Anfangspunkt 
hin bewegen. Deshalb ist auch das Vorzeichen der 
Komponenten der magnetischen Kraft hier umgekehrt 
wie in (l72b). 

Für die reflektierte Welle folgt, wenn wir die Amplituden 
mit JBi resp. 7?2 bezeichnen: 

L^=. — B^e \^ ^/, Jf^ = + i?jc \^ ^f . 
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Ebenso für die gebrochenen Wellen (Amplituden Gj^ und (rg): 






Die Grenzbedingungen, die für z '=' Stetigkeit von X, Y^ L, M 
fordern, ergeben also: 

Aus diesen vier Gleichungen können die vier unbekannten R^ , i?2, 
öj, G^2 berechnet werden. Man erhält für sie nach leichten 
Zwischenrechnungen : 

Wenn wir statt j/f den Brechungsindex v einführen, so haben wir: 



(189) 



2 2 



Das sind die nämlichen Formeln, zu denen auch die bisherige 
«lastische Lichttheorie führt, und die stets ihre Richtigkeit be- 
währt haben. 

Für das Folgende wollen wir noch das sogenaunte Reflexions- 
vermögen für senkrechte Inzideuz angeben. Darunter versteht 
man den Wert der reflektierten (elektrischen oder magnetischen) 
Energie, dividiert durch die Energie der entsprechenden einfallen- 
den Welle. Also z. B. für die elektrische Kraft: 

\^l\9K)) JC ^, _|_ y, j^, _^ ^^ \v + l) • 

Genau derselbe Wert folgt für die magnetische Kraft. 
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Man kann mittels dieser Gleichung durch eine experimentelle 
Bestimmung des Reflexionsvermögens auf einfache Weise den 
Brechungsindex resp. in dem Gebiete, wo die Max well sehe Rela- 
tion gilt, die Dielektrizitätskonstante bestimmen. 

Man erkennt aus dem Gange der obigen Rechnung, daß die 
vier Grenzbedingungen der Max well sehen Theorie gerade hin- 
reichen, um zur Berechnung der Amplituden der reflektierten und 
gebrochenen Wellenkomponenten die notwendigen Gleichungen zu 
liefern. Das ist nun bei der früheren Lichttheorie, die das Licht 
als eine Wellenbewegung elastischer Natur in einem elastischen 
Äther auffaßt, nicht der Fall : dort erhält man zu viele Gleichungen, 
die erst durch besondere, ad hoc gemachte Annahmen auf die hin- 
reichende Zahl reduziert werden müssen. Auf diesen Vorzug der 
elektromagnetischen Lichttheorie hat zuerst Helmholtz aufmerk- 
sam gemacht. 

Damit im Zusammenhange steht ein anderer Umstand, der 
geeignet ist, zugunsten der elektrischen gegenüber der elastischen 
Theorie ins Gewicht zu fallen. Da die Tatsache der Polarisation des 
Lichtes uns zwingt, die Lichtwellen als transversale zu be- 
trachten, so muß der hypothetische Träger der Wellen, der Äther, 
auch imstande sein, solche Wellen fortzuleiten. Daß er in der 
elektrischen Auffassung dazu imstande ist, haben wir in den vor- 
hergehenden Nummern gezeigt. Anders bei dem Äther der elasti- 
schen Theorie. Da Transversalwellen nach den Grundlehren der 
Elastizitätstheorie nur in festen Körpern möglich sind, so muß 
man den Äther als einen solchen betrachten. Damit aber steht 
im Gegensatz, daß wir uns in diesem festen Körper ohne jeden 
Widerstand zu bewegen imstande sind. In der Tat ist dies, wie 
Heinrich Hertz treffend bemerkt, ein Widerspruch, der die sonst 
so schön entwickelte Optik empfindlich verunstaltet; in der elek- 
trischen Theorie ist derselbe nicht vorhanden, denn von ihrem 
Äther wird nur vorausgesetzt, daß in ihm dielektrische und mag- 
netische Verschiebungen hervorgerufen werden können. 

Wir wollen nun noch den elektromagnetischen Zustand unter- 
suchen, der sich unter der gemeinsamen Wirkung der auffallenden 
und reflektierten Wellen im Medium 1 herausbildet, und zwar 
können wir uns auf die Betrachtung der Komponenten X und M 
beschränken, da die beiden andern (T, L) kein davon verschie- 
denes Ergebnis liefern. 

Wir haben demgemäß im ersten Medium: 
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(191) ^e + K-^ie ^' ''+B,e l^ ^^ 






Dabei ist nach (189) i^^ = — E^ " j1 { ' ^^ wollen nun den 

speziellen Fall betrachten, daß der Brechungsexponent des zweiten 
Mediums sehr groß ist, so daß im Zähler und Nenner 1 gegen v 
vernachlässigt werden kann; JR^ wird dann gleich —E^^ und die 
Gleichungen (191) gehen über in die folgenden: 

a/r»— ( 2/r«4- -27r»M 

M^ + M^ E^e ^le ^+e M, 

oder, wenn wir die Klammem in trigonometrischen Funktionen 
ausdrücken : 

^TtZ 27r»— - 

X, + X^ = E^2i sin -^e ^, 

M^ + M^ ^ — E^2 COS ^ e ^ . 

Nehmen wir davon endlich den reellen Teil, so folgt als resul- 
tierender Zustand: 

Zj = — 2 Jvi sin —r- sm 2 7C -^ , 

iüf 1 =« — 2 i/i cos - r- COS 2 TT ^ • 

Betrachten wir zunächst den Ausdruck für X^, Darin können 

^7lZ / \ 

wir — 2 JE?! sin —r- als die (räumlich variable) Amplitude der 

Schwingung sin 2 TT -^ betrachten. Wir fragen nun, an welchen 

Stellen des Baumes die Amplitude verschwindet, an welchen sie, 
absolut genommen, einen Maximalwert hat. Da der Sinus für 
die Werte 0, tt, 27r, . . . seines Arguments verschwindet, für die 

Werte -^ ^ — , — , . . . , absolut genommen, seine Maximalwerte 
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besitzt, so folgt, daß an den Stellen 

oder 

_ ^ 2 X wX 

^ ~" ' 2 ' Y^ ' • *' 2 ' 

die elektrische Kraft verschwindet; diese Stellen heißen 
Knotenpunkte. 

Dagegen hat an folgenden Stellen die elektrische Kraft 
Maximalwerte: 

_ _^ 3i 6X {2n+l)X 

^ — T ' T ' T ' • • • ' ^4 

Diese Stellen heißen die Bäuche der elektrischen Schwingung. 

Man erkennt, daß die Knoten, ebenso wie die Bäuche, in Ent- 
fernungen von je einer halben Wellenlänge aufeinander folgen; 
zwischen einem Knoten und dem nächsten Bauche liegt jedesmal 
eine Entfernung von einem Viertel der Wellenlänge. 

Der erste Knoten der elektrischen Kraft liegt in der 
reflektierenden Fläche selbst. 

Die resultierende Welle, die wir hier erhalten haben, nennt 
man zum Unterschied von den bisher betrachteten fortschreitenden 
eine „stehende" Welle. 

Nunmehr wollen wir auch die magnetische Kraft untersuchend 
Da hier in der variablen Amplitude der Kosinus an Stelle eines 
Sinus, wie vorher, steht, so haben wir hier 

Nullstellen der magnetischen Kraft für: 

_ _X_ 3 X 5A (2n-f 1)X 

^ "" 4 ' X ' X ' • • • ' 4 ' 

Maxima der magnetischen Kraft für: 

__ J^ 2X nX 

^ ~ ' 2 ' "2~' • •' 2 * 

Knoten und Bäuche der magnetischen Kraft sind im Verhältnis 
zueinander räumlich geradeso angeordnet wie vorher bei der elek- 
trischen Kraft. Aber ein gegenseitiger Vergleich ergibt, daß die 
Knoten der elektrischen Kraft zusammenfallen mit den 
Bäuchen der magnetischen und umgekehrt. Dies ist ein 
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fundamentaler Unterschied im Verhalten stehender und fortschrei- 
tender Wellen. 

Die Erzeugung stehender Wellen bildet das bequemste Mittel 
zum Nachweis der Wellennatur eines Vorganges überhaupt. Ver- 
mittelst geeigneter Anordnungen gelang es Hertz zuerst, Knoten 
und Bäuche an den von der Theorie geforderten Stellen nach- 
zu-weisen und damit den Beweis zu erbringen, daß die von seinem 
Erreger erzeugten schnellen Schwingungen (T=ca. 10~^sec) sich 
wellenartig im Baume ausbreiten. Hertz erzeugte die stehenden 
Wellen freilich nicht durch Reflexion an einem Dielektrikum, 
sondern an einer Metallwand; doch ist das für die hier be- 
sprochenen Eigenschaften der stehenden Wellen unwesentlich. 

Der Apparat, mittels dessen es Hertz gelang, diese Inter- 
ferenzen zu demonstrieren, war ein sogenannter „Resonator". Im 
Prinzip ist ein solcher nichts anderes wie ein (in Fig. 30 ab- 
gebildeter) He rtz scher Erreger, von genau denselben Dimensionen, 
die der zu den Versuchen benutzte Erreger selbst hat; der einzige 
Unterschied besteht darin, daß die Funkenstrecke sehr klein und 
mikroskopisch verstellbar ist. In einem solchen Resonator werden 
nun durch die auf ihn fallenden elektrischen Wellen elektromoto- 
rische Kräfte, d. h. Potentialdiiferenzen induziert, die zu Wechsel- 
strömen Veranlassung geben; die Existenz dieser Ströme und auch 
(imgefähr!) ihre Stärke erkennt man an dem Auftreten eines 
Funkenstromes an der Unterbrechungsstelle. Man kann im ver- 
dunkelten Zimmer deutlich erkennen, daß der Funkenstrom er- 
lischt, wenn man sich an einem Knoten der elektrischen Kraft 
befindet, dagegen immer stärker wird, je mehr man sich einem 
Bauche nähert. In neuerer Zeit hat man die Funkenstrecke des 
Resonators durch sehr feine Drähte, die als Thermoelemente 
fungieren, überbrückt; der durch die Schwingungen im Resonator 
erzeugte Thermostrom wird an einem Galvanometer gemessen, 
und man kann so die Positionen der Maxima und Minima mit 
größter Schärfe feststellen. Es ist von Interesse, daß es Wiener 
gelungen ist, auch stehende Lichtwellen durch Reflexion zu 
erzeugen und durch ein photographisches Verfahren nachzuweisen. 

Mit einigen Worten wollen wir noch auf die Art der Schwingung 
eingehen, die sich im Resonator unter der Einwirkung der elek- 
trischen Wellen ausbildet. Auch ohne die exakte Theorie erkennt 
man leicht, daß an den Enden des Resonators die Stromstärke 
ihre Minima hat, in der Mitte dagegen, an der Funken strecke. 
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einen Bauch besitzt. Daraus ergibt sich, daß die von einem stab- 
fSrmigen Kesonator erzeugten Wellen ungefähr doppelt so lang 
sind wie der Resonator selbst, da zwischen zwei Knoten die Ent- 
fernung eine halbe Welleolänge beträgt. Proportional zur Strom- 
stärke an jeder Stelle ist die magnetische Kraft, die also die 

nämliche Verteilung von Knoten- und 
Bauchlagen zeigt. Dagegen ist der 
Knoten der elektrischen Kraft gerade 
in der Funkenstrecke, die Bäuche an 
den Enden, wie es der allgemeinen 
Theorie stehender Wellen gemäß zu er- 
warten ist. In der Fig. 32 ist die mag- 
Fig. 82. netische Schwingung ausgezogen, die 

elektrische punktiert; es braucht kaum 
erwähnt zu werden, daß diese einfachen Darlegungen nur an- 
genähert zutreffen. 

Man erkennt aus der obigen Darstellung, daß zu einer be- 
stimmten Zeit die Stromstärke im Resonator von Punkt zu Punkt 
variiert; diese Strömung ist nicht mehr quasistationär. 
Denn diese Vorgänge zeichneten sich ja definitionsgemäß dadurch 
aus, daß in jedem Momente die Stromstärke im ganzen Leiter als 
konstant betrachtet werden darf. In aller Strenge ist dies bei 
Wechselströmen ja allerdings nie der Fall; aber wir können an 
Hand des obigen Beispiels nun leicht angeben, wann die Annahme 
der Quasistation arität gestattet ist und wann nicht: Ersteres ist 
der Fall, wenn die Länge des Leiters von einer solchen Größen- 
ordnung im Verhältnis zur Wellenlänge ist, daß sich keine 
Knoten und Bäuche der Strömung auf demselben aus- 
bilden können; da nun die Entfernung zweier Knoten gleich 
einer halben Wellenlänge, also von der Größenordnung der Wellen- 
länge ist, so ergibt sich als Bedingung der Quasistatio- 
narität, daß die Länge des Stromleiters klein gegen die 
Wellenlänge sein muß. 

Haben wir z.B. eine Kondensatorentladung, so ist deren Periode 
gegeben durch Gleichung (150): 

T = ^ YlC [L = Selbstinduktion, C = Kapazität] , 

also die Schwingungszahl: 



2 7tyLC 
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Nach der bekannten Beziehung c = nk folgt daraus für die Wellen- 
länge im Vakuum: 

c = ^p=^, also X = 27ryZÖ. 

Man kann demnach, wenn C und L bekannt sind, leicht be- 
iirteilen, ob und wann die Annahme der Quasistationarität ge- 
stattet ist. 

36. Elektromagnetische Wellen in Metallen. Die Unter- 
suchungen, die wir bisher für Isolatoren durchgeführt haben, wollen 
wir jetzt auch auf die Metalle, die die Maxwellsche Theorie als 
Halbleiter betrachtet, erweitern. Wir haben also die Maxwell- 
schen Gleichungen in der Form (A') und (B) zu benutzen; wir 
wollen jedoch der Einfachheit halber annehmen, daß alle Kraft- 
komponenten nur von der £'- Koordinate abhängen. Dann werden, 
wie im § 33, Z und N gleich 0, so daß wir erhalten: 



(192) 



Wir führen nun wieder denselben Eliminationsprozeß aus wie 
früher: wir differentieren z. B. die erste Gleichung (192) nach <, 
vertauschen rechts die Reihenfolge der Differentiationen und setzen 
die Werte aus (193) ein. Dann erhalten wir für alle Kraft- 
komponenten ein und dieselbe Gleichung, die wir nur für X an- 
sehreiben wollen: 

^■^^ '^ c' 'dt^ "^ c« dt '^'dz^" 

Auch hier können wir, der schon bekannten Eigenschaften der 
Differentialgleichung wegen, ein Integral in Exponentialform an- 
sehreiben; d. h. also, daß auch in Metallen elektromagnetische 
Wellen möglich sind. Wir wollen das Integral hier aber etwas 
anders schreiben wie in den entsprechenden Gleichungen der vor- 
hergehenden Nummern. Wir setzen demnach: 

(195) X-e^"-""^ 

WO T die Periode und a eine noch näher zu bestimmende Kon- 



( B dX InG dM 

c dt ^ c ^^~ dz ' 




[ ft ax dY 




c dt dz ^ 


s dY 4.nü dL 

c d't '^ c ^ "" dz' 


(193) 


(i cM dX 




c dt cz 
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stante bedeuten. Wir bilden nun ^r , "^tt ? "ä~8 ^^"^^ erhalten: 









\ 



Setzen wir diese Ausdrücke in (194) ein, so erhalten wir zur Be- 
stimmung der Konstante a die Gleichung: 

4n* Sil ^nöfL2ni 2^^* 

oder 

(196) ^_^=«., 

d. h. a* ist einer komplexen Größe gleich, also notwendig selbst 
komplex; um dies anzudeuten, wollen wir setzen: 



(197) «^=r-^r 



Die physikalische Bedeutung von v und jt haben wir nun zu er- 
mitteln. Setzen wir deshalb für a den Wert in (195) ein, 

so erhalten wir: 

(198) X « e~^~ \ " V "^ T7 « g "cT ^'cV \V " 7 . 

Nun haben wir in Nr. 33 ausführlich gezeigt, daß der Koeffizient 

c 

von t in der Klammer, hier also — , gleich der Geschwindigkeit v 

ist, mit der sich die Wellen fortpflanzen; es ist also: 

c c 

— = t? , oder V = — , 

d. h. V ist gleich dem Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten in Äther und Leiter, also der Brechungsexponent des 
Metalles. 

Dagegen bedeutet das Glied e ^^ , daß mit zunehmendem z 
die Amplitude und somit die Energie der Wellen abnimmt : b e i m 
Eindringen der Wellen in den Leiter erleiden sie eine 
Absorption, die daher rührt, daß ein Teil der elektromagne- 
tischen Energie in Joule sehe Wärme verwandelt wird, wie sich 
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durch Anwendung des Poynting sehen Satzes auf diesen Fall 
leicht ergibt. Man nennt deshalb x den Extinktionskoefßzienten. 
Berücksichtigen wir in Gleichung (198) noch, daß cT^ X ist, d.h. 
gleich der Wellenlänge, die der Schwingung im Äther zukommen 
würde, so können wir etwas eleganter schreiben: 

(199) X^e ~^ e ''\^~^l. 

Ahnliche Ausdrücke, auf die wir noch zurückkommen werden, er- 
halten wir für T^ Lj M. Man sieht also, daß wir es auch hier 
wieder mit reinen Transversalwellen zu tun haben. 

Wir wollen nun aus (196) und (197) die Werte von v und x 
ausrechnen. Wir erhalten: 

ff* 2ii6Ti 2 /'' — *''\* ^* — ^* — 2vxf 

7?- c^ =« - \^-- - ) - -t , 

also: 

ffi, 



(200) 



Daraus ergeben sich die folgenden Werte: 
(201) 






Man erkennt, daß v und x von T, oder was dasselbe ist, von der 
Wellenlänge abhängig sind: im Leiter existiert also 
nach der Maxwellschen Theorie auch Dispersion der 
Wellen. 

Bevor wir zur Diskussion dieser Gleichungen übergehen, wollen 
wir noch den Ausdruck für Jf angeben, das ja nach den Maxwell- 
schen Gleichungen am Eingang dieser Nummer durch X bestimnwt 
ist. Wir haben: 

fi dM^__ cX 

c dt dz 

Nun ist -^ nach Gleichung (195) gleich jt- X, femer ist 

-TTT = ~m X: also können wir statt . den Wert — a -^r- sub- 
dt T ^ cz et 

Schaefer, Maxwellsche Theorie. 11 



Digitized by VjOOQIC 



162 Kapitel V. Elektrische Wellen. 



stituieren. Dann erhalten wir statt der letzten Gleichung: 





c 


dM 
dt "" 


dX 

^dt 


oder 


M^ 


V — ix 


X. 


Setzen wir 


nun, was 


immer 


möglich 


ist: 










v~»x 


= Q(cos27tS - 


— isin 


27rd), 




so folgt: 






V 

s 

X 

— = 


= (> cos 2 
* 9 sin 2 









woraus 



tang 27c6 = ^, q^ K "^«"^ 
sich ergibt. So erhalten wir endlich für JM": 

(202) M-l/'+^e-i e^-l^-^-l 

d. h. zwischen M und X besteht in Leitern auch bei 
fortschreitenden Wellen eine Phasendifferenz. 

Läßt man die Leittähigkeit sich der Null nähern, so reduziert 
sich auch die Phasendifferenz auf den Wert 0, wie es ja für einen 
Isolator der Fall sein muß. Es bleibe dem Leser überlassen, sich 
davon zu überzeugen, daß bei diesen Wellen auch die elek- 
trische Energie nicht mehr gleich der magnetischen ist. 

Wenn man nun, zur Prüfung der elektromagnetischen Theorie 
des Lichtes, die Formeln (201) für sichtbares Licht auf Metalle 
anwenden will, hat man zunächst mit einer eigentümlichen Schwie- 
rigkeit zu kämpfen: man kennt die Dielektrizitätskonstante 
der Metalle nicht. Man könnte sich hier so zu helfen versuchen, 
daß man e zunächst unbestimmt läßt und denjenigen Wert nimmt, 
mit dessen Benutzung die berechneten Werte von v und x sich 
am besten den beobachteten anpassen. Indessen zeigt es sich, 
daß man überhaupt nicht imstande ist, welchen Wert 
von B man auch wählt, die beobachteten v und x durch 
die Gleichungen (201) im sichtbaren Gebietdarzustellen; 
ja, selbst wenn man den Wert der Leitfähigkeit 6 un- 
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bestimmt läßt, gelingt es nicht, mit Hilfe der zwei ver- 
fügbaren Größen «, a die optischen Konstanten der Me^ 
talle zu berechnen. 

Da wir ein ähnliches Verhalten schon bei Isolatoren im sicht- 
baren Gebiete gefanden haben, so werden wir auch hier vermuten^ 
daß die Abweichung nicht von der Unrichtigkeit der elektro- 
magnetischen Lichttheorie herrührt, sondern daher, daß die Max- 
wellsehe Theorie die Struktur der Materie unberücksichtigt läßt, 
was für Lichtwellen nicht mehr gestattet ist. Um den Verhält- 
nissen der Metalloptik gerecht zu werden, wird man also die ein- 
fache Beziehung, welche zwischen der elektrischen Kraft und der 
Stromdichte nach der Maxwellschen Theorie gelten soll, nämlich: 
j = 6® aufgeben müssen. 

Wir dürfen unter diesen Umständen ebenso wie früher schließen, 
daß bei Benutzung sehr langer Wellen die Formeln (201) stimmen 
werden. 

Benutzen wir elektrische Wellen, so ist dies in der Tat 
der Fall. Doch gelangen wir auch dann nicht zur Bestimmung 
des Wertes der Dielektrizitätskonstante der Metalle, wie sich aus 
einer einfachen Überlegung ergibt. Nehmen wir z. B. Kupfer an, 
für welches a (elektrostatisch gemessen) den Wert 5,14 • 10^^ 
hat; nehmen wir femer Wellen von 30 cm Länge, so ist die Pe- 
riode T= 10"^ See; femer ist die Permeabilität gleich 1 zu 
setzen. Der Ausdmck 2()T, dessen Quadrat in den Gleichungen 
(201) vorkommt, hat also den Wert: 

2öT= 1,03- 10^ 4()f2T^= 10^8. 

Neben diesem ungeheuren Werte verschwindet aber der Wert 
von £^, selbst wenn man für s den Wert 1000 wählen wollte, und 
man erkennt, daß es durch Messungen mit elektrischen Wellen 
nicht möglich ist, « zu bestimmen, falls man die heutige Ge- 
nauigkeit der Messungen nicht etwa um das Millionenfache steigern 
kann. 

Man kann daher in den Formeln (201) s = setzen und er- 
hält dann das einfache Resultat: 



(203) v==x=y^(>T, 

das zuerst von P. Drude abgeleitet worden ist. Diese Gleichungen 
haben sich für Metalle im Gebiet der elektrischen Wellen durch- 
aus bewährt* 



Digitized by VjOOQIC 



1 



164 Kapitel V. Elektrische Wellen. 

Wir wollen dies an einem besonderen Beispiele nachweisen, 
indem wir das Keflexions- und Absorptionsvermögen der Metalle 
auf Grund der obigen Gleichungen berechnen. Wir haben in 
voriger Nummer bewiesen, daß das Reflexionsvermögen einer 

durchsichtigen Substanz 31= f , ) ist, wenn v = y'c den 

Brechungsindex des Mediums bedeutet. Nun unterscheiden sich 
aber die Gleichungen für die Metalle nur dadurch, wie wir im 
Eingange dieser Nummer gesehen haben, von denen für Isolatoren, 
daß die Konstante a hier komplex ist; infolgedessen tritt an 
Stelle des reellen Brechungsindex v bei leitenden Körpern der 
sogenannte komplexe Brechungsindex v — i%. Substituieren wir 
letzteren in der Formel für das Reflexions vermögen und bilden 
den absoluten Wert, so erhalten wir für das Reflexionsvermögen 
eines Metalles: 

WO wir jetzt noch nach (203) die Werte für v und jc einsetzen 
müssen. Es ergibt sich, wenn wir zunächst nach (203) v = x 
setzen: 

*^ 2i;« + 2i; + l' 

Hier kann nun im Zähler und Nenner 1 vernachlässigt werden; 
also: 

an V 1 V 



'' + ' 1 + 1 

Vernachlässigen wir, was gestattet ist, höhere Potenzen von — , 
so kann dafür gesetzt werden: 

(205) SR = 1 - 1 = 1 - i- . 

Unter dem Absorptionsvermögen ?l versteht man denjenigen 
Bruchteil der auffallenden Energie, der von dem Material absorbiert 
wird, unter Durchlässigkeit D denjenigen, welcher durch das Ma- 
terial hindurchgelassen wird. Setzen wir daher die einfallende 
Energie gleich 1, so spaltet sich dieselbe in drei Teile, einen re- 
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flektierten vom Betrage SR, einen absorbierten von der Größe Ä, 
einen durchgehenden vom Werte S). Es ist demnach 

l = g{ + ?l + S). 

Für eine hinreichende Dicke, die bei Metallen recht klein ist, ist 
aber der durchgehende Bestandteil der Strahlung ® = 0, also: 

1 = 91 + 21. 
Mithin nach (205): 

(206) 21 = 1_ . 

Auch die Gleichungen (205) und (206) sind zuerst von Drude 
abgeleitet worden. 

Man hat in diesen Gleichungen ein Mittel, um die Leitfähigkeit 
durch Strahlungsmessungen zu bestimmen. Indessen ist mit elek- 
trischen Wellen dieser Weg nicht gangbar. Denn rechnen wir 
z. B. nach (205) SR für eine Kupferplatte und eine Wellenlänge 
von 30 cm aus. Wir haben oben of J zu 0,50 • 10^ gefunden* 
also ist 

9i=l--J=-==l--^.10-*. 

Diese Zahl ist aber vom Werte 1 bei der heutigen Messungs- 
genauigkeit nicht unterscheidbar. Selbst wenn wir ein Material 
nehmen, welches, wie z. B, Quecksilber, ein ca. hundertmal kleineres 
Leitvermögen hat wie Kupfer, so erhalten wir noch immer ein 
Reflexions vermögen, welches experimentell von 1 nicht verschieden 
gefunden werden kann. Dementsprechend wird praktisch nichts 
absorbiert. %Dieser Rechnung entspricht die Erfahrung durchaus: 
alle Metalle sind für elektrische Wellen als vollkom- 
mene Reflektoren zu betrachten. 

Wenn sonach diese Folgerung in vollkommener Übereinstimmung 
mit den Gleichungen (205) und (206) ist, die wir die Drudeschen 
Gleichungen nennen wollen, so kann man dies doch noch keine 
vollkommene Bestätigung derselben nennen, da ja die Leitfähigkeit 
praktisch herausfällt. Man hat daher zunächst auf mehr indirekte 
Weise die Folgerungen der elektromagnetischen Lichttheorie für 
Metalle zu bestätigen gesucht. 

Mit der Extinktion der Wellen nämlich steht in nahem Zu- 
sammenhange die sogenannte ,,Eindringungstiefe", d. h. diejenige 
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Tiefe, bis zu der die Wellen in merklicheäi Maße in den Leiter 
eindringen. Nun ist die Extinktion gegeben durch den Ausdruck 

Snx» 

e ^^ , ist also ceteris paribus um so größer, je größer — =- ist. 

Um so geringer wird dann die Eindringungstiefe f sein, so daß 
wir diese etwa dadurch definieren können, daß wir setzen: 

l 29rx 2«-i//i<y 

/ ■" TT "" c r T * 

V. Bjerknes hat diese Eindringungstiefe zuerst bestimmt und 
in der Tat gefunden , daß die Metalle nach wachsendem f in einer 
Reihe geordnet werden können, die stets fallenden Werten des 
Produktes fiö entspricht, wie es nach der letzten Gleichung sein 
muß. Auch quantitativ ist die Übereinstimmung befriedigend. 

In neuerer Zeit (1907) haben auf direkterem Wege Schaefer 
und Laugwitz den nahen Zusammenhang zwischen Leitföhigkeit, 
Reflexionsvermögen, Durchlässigkeit, Absorptionsvermögen be- 
wiesen. Sie spannten sehr dünne Drähte von ungefähr ^^qq Milli- 
meter Durchmesser aus verschiedenen Materialien auf einen Holz- 
rahmen und stellten sich auf diese Weise Drahtgitter her. Von 
diesen bestimmten sie das Reflexionsvermögen und die Durch- 
lässigkeit; das Absorptionsvermögen erhielten sie dann aus der 
Gleichung: 

81=1-31-2). 

Sie fanden zunächst, daß die Gittermaterialien nach steigendem 
Reflexionsvermögem (oder steigender Durchlässigkeit) in eine Reihe 
geordnet werden können, die mit der Reihe der Leitfähigkeiten 
übereinstimmt; endlich fanden sie, daß gemäß (206) das Produkt 
'Hy a (bei einer gegebenen Periode) merklich konstant war (da 
sie keine ferromagnetischen Materialien untersuchten , ist bei ihren 
Versuchen ft =« 1 zu setzen). Diese Versuche sind also in voll- 
kommener Übereinstimmung mit den Drude sehen Gleichungen. 
Bei weitem am wichtigsten und vollständigsten sind aber die 
1903 angestellten, berühmten Versuche von Hagen und Rubens. 
Diese Forscher bestimmten nach verschiedenen Methoden das Re- 
flexion svermögen zahlreicher Metalle im ultravioletten, sichtbaren 
und ultraroten Gebiet. Ihre Messungen ergeben für das ultraviolette 
und sichtbare Spektrum, was schon früher bekannt war, daß die 
Drude sehen Gleichungen zur Darstellung der optischen Eigen- 
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Schäften der Metalle nicht ausreichen. Aber je weiter man 
ins Ultrarot kommt, um so besser ist die Übereinstim- 
mung zwischen den beobachteten Werten des Reflexions- 
und Absorptionsvermögens und den nach den Glei- 
chungen (205) und (206) berechneten. Es ist außerordent- 
lich überraschend, aus diesen Messungen zu ersehen, daß von einer 
Wellenlänge von ca. 5 ^ia an die einfachen Annahmen der Max- 
well sehen Theorie vollkommen hinreichend sind. Ein Teil ihrer 
Resultate ist in der folgenden Tabelle enthalten: 



Metalle 



,|9lfür;i=l2/i,in7o 

|{ beobachtet berechnet 



Silber 

Kupfer 

Gold 

Aluminium . 

Zink 

Kadmium . . 

Platin 

Nickel 

Zinn 

Stahl 

Quecksilber 
Rotguß .... 
Manganin . . 
Constantan 



1,16 

1,6 

2,1 



3,5 
4,1 

4,9 



6,0 



1,3 
1,6 



3,5 
3,6 

4,7 



7,4 



3lfürA = 25,6^in7o 
beobachtet berechnet 



1,13 
1,17 
1,56 
1,97 
2,27 
2,55 
2,82 
3,20 
3,27 
.S,66 
7,66 
2,70 
4,63 
5,20 



I 



1,15 
1,27 
1,39 
1,60 
2,27 
2,63 
2,96 
3,16 
3,23 
3,99 
7,55 
2,73 
4,69 
5,05 



Durch die Hagen -Rubens sehen Messungen werden also die 
Drude sehen Gleichungen vollkommen bestätigt; es ist dies neben 
der Bestätigung der Maxwell sehen Relation durch Boltzma^n 
der stärkste Beweis für die Richtigkeit der elektro- 
magnetischen Theorie des Lichtes. 

Es mag noch darauf hingewiesen werden, daß auch aus den 
Hagen -Rubens sehen Messungen kein Schluß auf die Dielektri- 
zitätskonstante der Metalle gezogen werden kann; ihr Wert kann 
zwischen recht erheblichen Grenzen schwanken, ohne daß die Über- 
einstimmung zwischen Beobachtung und Berechnung dadurch 
merklich geändert wird. Ferner ist es von Interesse, zu sehen, 
daß für Metalle die Gültigkeit der Max well sehen Theorie bis 
zu viel schnelleren Schwingungen hinabreicht wie bei Isolatoren, 
bei denen schon bei Wellen von ca. Yg Meter Länge Abweichungen 
auftreten, die zuerst von Drude beobachtet worden sind. 
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37. Schluß. Die in den vorhergehenden Nummern nieder- 
gelegten Erfahrungen setzen uns nun in den Stand, ein Urteil 
über den Geltungsbereich der Max well sehen Theorie abzugeben. 
Wir haben gesehen, daß die statischen und stationären Erschei- 
nungen sich lückenlos und widerspruchsfrei aus den Gnind- 
anschauungen der Nahe Wirkungstheorie entwickeln lassen. Ab- 
weichungen zeigen sich erst bei nichtstationären Vorgängen, und 
zwar'bei sehr schnellen Schwingungen. Für Nichtleiter nämlich 
liefert die Theorie das Resultat, daß weder Absorption noch Dis- 
persion existieren darf, im Widerspruch mit den Beobachtungen, 
wenigstens, falls letztere mit Wellen unterhalb eines halben Meters 
Länge angestellt werden. Ebenso zeigen sich Abweichungen bei 
den metalloptischen Konstanten, unterhalb einer Wellenlänge von 
etwa 5 ft. 

Indessen gibt es auch für diese schnellen Schwingungen ein 
Medium, in welchem die Max well sehe Theorie mit der Erfahrung 
übereinstimmt: es ist der Äther oder das Vakuum. Denn in 
diesem wird weder Dispersion noch Absorption beob- 
achtet. Wir können also, soweit unsere bisherigen Kenntnisse 
reichen, zuversichtlich behaupten, daß die Maxwell sehe Theorie 
für das Vakuum in aller Strenge zutrifft. 

Dagegen muß die Theorie erweitert werden, um den Eigen- 
schaften der Dispersion und Absorption in Isolatoren, sowie den 
Eigentümlichkeiten der Metalloptik des ultravioletten, sichtbaren 
und ultraroten Spektrums unterhalb 5 fi gerecht zu werden. Man 
muß zu diesem Zwecke die einfachen Gleichungen: 

j = (y® 

modifizieren; die dritte Gleichung 95 = ft^ braucht nicht geändert 
zu werden, da die Permeabilität für die meisten Körper von 1 
kaum verschieden und merklich konstant ist; die ferromagnetischen 
Substanzen aber fallen ja ohnehin aus der einfachen Maxwell- 
schen Theorie heraus. 

Die notwendigen Erweiterungen der Maxwell sehen Theorie, 
die wir hier erwähnt haben, nimmt die sogenannte Dispersions- 
theorie und in weiterem Rahmen die Elektronentheorie vor. Die- 
selbe ist für Isolatoren so weit ausgebildet, daß man die wesent- 
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liehen Züge, welche Dispersion und Absorption in Isolatoren auf- 
-weisen, aus den Anschauungen der Dispersionstheorie deduzieren 
kann. Bezüglich der Erweiterung der Maxwellschen Elektro- 
dynamik für Metalle kann dasselbe zurzeit noch nicht behauptet 
werden; doch sind auch hier beachtenswerte Ansätze vorhanden,' 
die im wesentlichen von Drude herrühren. 

Ein genaueres Eingehen auf die Theorie der Dispersion würde 
den Rahmen, der diesem Buche gesteckt ist, überschreiten. Doch 
muß erwähnt werden, daß, wenn man in dieser erweiterten Theorie 
zu sehr langsamen Schwingungen übergeht, man die Maxwell- 
schen Gleichungen in ihrer einfachen Gestalt zurückgewinnt, wie 
es auch sein muß, da diese für langsam veränderliche Zustände 
ja Gültigkeit besitzt. Es besteht indessen ein wesentlicher Unter- 
schied zwischen der Gültigkeit der Maxwellschen Gleichungen in 
beliebigen Medien für langsam veränderliche Vorgänge und der 
Gültigkeit der Theorie für das Vakuum. Im letzteren gelten, so- 
weit wir wissen, die Maxwellschen Gleichungen in Strenge; 
für erstere dagegen müssen wir annehmen, daß sie nur an- 
genähert gelten, wenn auch für langsame Schwingungen mit 
solchem Grade der Annäherung, daß Abweichungen nicht kon- 
statiert werden können. 

Diese kritischen Bemerkungen nehmen der Maxwellschen 
Theorie nichts von ihrer Bedeutung; im Gegenteil müssen sie die 
Bewunderung dafür erregen, mit wie einfachen Mitteln diese 
Theorie die Mannigfaltigkeit der elektromagnetischen Phänomene, 
sofern es sich um nicht zu rasche Vorgänge handelt, zu beherrschen 
imstande ist. 
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— , Ersetzbarkeit eines Magneten 

durch 51. 
Potential 20, 38. 
— , Endlichkeit 24. 
— , Stetigkeit 24. 
Poyntingscher Satz lOOff., 161. 

— — , Anwendung auf linearen 
Strom 105, 106. 

— — , desgl. auf Kondensator- 
entladung 120. 

Primärer Stromkreis 91. 
Punktförmige Ladungen 10. 

Quasistationäre Vorgänge 84, 107, 
158. 

, spezielle 111 ff. 

Quasistationarität 84. 

— , Bedingung dafür 158. 

Quellen der Elektrizität 27. 

— des Kraftflusses 27. 
Quellenfeld 27, 59. 

— , wirbelfreies 27, 42, 59. 
Quellenfreies Feld 30. 

Baumdichte 11, 56. 
Reflexion elektrischer Wellen 145. 
— , Theorie 146 ff. 
Reflexionsgesetz 151. 
Reflexionsvermögen für durchsich- 
tige Körper 153. 

— für Metalle 164, 165, 166, 167. 



Reflexionsvermögen, Tabelle 167. 
— , Versuche von Hagen und Ru- 
bens 166, 167. 
Resistanz 115. 
Resonanz 123. 

— von Kabeln 123. 

— in der drahtlosen Telegraphie 
123. 

Resonator 157. 

— , sein Schwingungszustand 158. 

Rotationsbewegungen 30. 

Schwingung 118. 
— , gedämpfte 119. 
— , freie, erzwungene 121. 
Schwingungsdauer 119, 136. 
Sekundärer Stromkreis 91. 
Selbstinduktion 106 ff., 109. 
Selbstinduktionskoeffizienten 110. 
Senken der Elektrizität 27. 

— des Kraftflusses 27. 
Skalare 10. 

Snelliussches Brechungsgesetz 152. 
Solenoid, geschlossenes 80. 

— ohne Eisenkern 78. 

— mit Eisenkern 80. 
— , offenes 79. 

— , äquivalente Polstärke desselben 

79. 
Stationäre Vorgänge 83. 
Stetigkeit der Tangentialkompo- 

nente 23. 

— des Potentials 24. 
Störungen , elektromagnetische 

131ff., 135. 
— , Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

in Isolatoren 135. 
Störungsglied 123. 
Strahlen 149. 

Strom, elektrischer 63 ff., 64. 
— , Wirkungen 64. 
Stromdichte 64. 
Stromelement 76. 
Stromkreis, primärer 91. 
— , sekundärer 91. 
— , Schließung 111. 
Stromstärke 64. 
Ströme, geschlossene 72. 
Ströme, ungeschlossene 72. 
Strömung 39. 
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Strömungslinien 30. 
— , ihre Zahl 30. 
Südmagnetismus 52. 
System, gekoppeltes 12t>. 
— in der drahtlosen Telegraphie 
126. 

Tangentialkomponente 14. 55. 
— , ihre Stetigkeit 23, 56, 67, 128. 
Taylorscher Satz 70, 97. 
Trans Versal wellen 138. 
— , elastische in festen Körpern 
154. 

Unitarische Hypothese 4. 
Unstetigkeit der Normalkompo- 
nente 19, 42, 130. 

Vektoren 10. 

Vektorpotential 72 ff., 75, 99. 

— , seine Einführung in die Max- 
wellschen Gleichungen 72, 99. 

— , Einführung in Faradays In- 
duktionsgesetz 100. 

Verschiebung, dielektrische 38. 

Verschiebungsstrom 81, 139. 



Wechselseitiger Induktionskoeffi- 
zient 109. 
Wechselstromkreis 113. 

— mit Kapazität und Selbstinduk- 
tion 121 ff. 

Wechselstromwiderstand 115. 
Wechselzahl 113. 
Wellen, ebene 149. 
— , elektrische 126. 

— in Metallen 169. 
— , stehende 156. 
Wellenbewegung 137. 
— , transversale 138. 
Wellenfläche 149. 
Wellengleichung 132, 139. 
Wellenlänge 137. 
Widerstand 84, 86, 115. 
— , Dimension 86. 

— , induktiver 115. 

— , Ohmscher 115. 

— , spezifischer 85, 

Wirbelbewegungen 30. 

Wirbelfeld 30. 

— , quellenfreies 30, 66,- 96. 

Wirbelfreies Feld 30. 

Zwangszustand in Isolatoren 8. 
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